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Einleitung und Ubersicht

Einleitung

Hamiltonsche Differentialgleichungen besitzen bekannterweise einen symplektischen
Fluss. Das heil3t, die nach dem Parameter Anfangswert differenzierte Lésung der
Anfangswertaufgabe erfillt eine gewisse Konstanz-Beziehung mit der sogenannten
Struktur-Matrix (genaue Beschreibung im Text).

Bei numerischen Losungsverfahren spielte die Suche nach Verfahren, die ebenfalls
symplektisch sind, bis in die 90-er Jahre eine untergeordnete Rolle. Aus der
verwirrenden Vielfalt der angebotenen (hauptsachlich Runge-Kutta-verwandten)
Verfahren wurden empirisch stets solche vom Stérmer-Verlet-Typ als besonders
empfehlenswert (einfach, wirksam, stabil und hinreichend genau) bevorzugt (vgl.
Ciccotti und Hoover 1986).

In der Folgezeit befasste sich die numerische Mathematik ausfihrlich mit der Frage
der Vorteile, die symplektische numerische Verfahren boten, und man versuchte
diese Vorteile durch backward-analysis-Methoden als Giberlegen zu beweisen. Hier
ist der Kreis um Gerhard Wanner (Genf), Robert | McLachlan (Neu Seeland) und aus
neuerer Zeit Sergio Blanes (Valencia) zu nennen.

Von der bloRen Empfindung her und, wie praktische Rechnungen zeigen, sind
numerische Verfahren, die moglichst viele Eigenschaften mit der exakten Losung
gemeinsam haben, sicherlich zu bevorzugen. Zu dem Eigenschaftskatalog eines
solchen Verfahrens gehdrt nach diesen zunachst nur in der Praxis gewonnenen
Erkenntnissen die Symplektizitat (und bei reflektionssymmetrischer Hamilton-
Funktion auch die Zeitreversibilitat) des zu wahlenden numerischen Verfahrens. Die
sich einstellenden Vorteile sind gute Langzeit-Approximation bei relativ groRer
Schrittweite, keine wesentliche Energie-Drift, sowie Erhalt vieler Integrale der
exakten Lésung auch bei der numerischen Verarbeitung. Beispiele hierzu werden
angegeben.

Es war schon immer sehr erstaunlich, dass das (gewdhnliche) explizite Euler-
Verfahren, angewendet auf eine mechanische Hamilton-Differentialgleichung, durch
eine kleine, fast unscheinbare Anderung symplektisch gemacht werden kann
(Ubergang von n =>n+1 in jeweils einer der beiden Bestimmungsgleichungen). Der
so entstandene symplektische Euler-Schritt (mit all seinen Vorzligen eines
symplektischen Verfahrens) ist sogar noch einfacher zu programmieren als das
(gewohnliche) Euler-Verfahren, weil die Iterationswerte innerhalb eines Schrittes auf
dem alten Platz tiberschrieben werden kdnnen. Uberspitzt kdnnte man sogar
behaupten, dass dieses eigentlich falsche Uberschreiben der Werte bei der
Programmierung des gewohnlichen Euler-Verfahrens zur Entdeckung der
aul3erordentlichen Eigenschaften des dabei zufallig symplektisch gewordenen Euler-
Verfahrens gefuhrt hat.

Ebenso erstaunlich ist, dass die zwei moglichen Arten der symplektischen Euler-
Verfahren (EulerA und EulerB) zu einander adjungiert sind, so dass deren
Zusammensetzung ein explizites, symplektisches und sogar zeitreversibles
Verfahren erzeugt. Dies ist gerade das oben gelobte Stérmer-Verlet-Verfahren
2.0rdnung, wobei traditionell jedoch zwei Kraftauswertungen je Iterationsschritt
benotigt werden.
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Eine veréanderte Reihenfolge der Verknupfung der beiden Euler-Verfahren fihrt sogar
zu einer starken Reduzierung der Rechenoperationen, well je Iterationsschritt nur
noch eine einzige Kraftauswertung bendtigt wird (vgl. den entsprechenden Nachtrag
S.53). Gerade bei Mehrteilchensystemen (mit ihrem hohen Rechenaufwand bei der
Kraftbestimmung) ist dieser Stérmer-Verlet-Varianten der Vorzug zu geben. Ein
weiterer Vorteil dabei ist ein verminderter Rundungsfehlereinfluss.

Hinsichtlich der aufwandigen genauen mathematischen Beweise der aus der
Symplektizitat folgenden gunstigen Eigenschaften — im wesentlichen die Aussage,
dass das numerische Verfahren die exakte Losung einer Differentialgleichung mit
leicht veréanderter Hamilton-Funktion ist mit zur urspringlichen Hamilton-Funktion
benachbarten H6henlinien, und dies Uber exponentiell lange ZeitrAume — wird auf die
im Anhang angegebene Literatur verwiesen (insbesondere [HLW,2002], [McQ,2006]
und [BCM,2008])).

Zur Vermeidung der Aufsummierung gleichgerichteter Rundungsfehler bei Verfahren
2. Ordnung empfiehlt das bereits oben genannte Buch von Ciccotti und Hoover die
Verwendung von numerischen Verfahren héherer als 2. Konvergenz-Ordnung.

Im theoretischen ersten Teil dieser Arbeit werden die Eigenschaften "symplektisch"
und "zeitreversibel" fur die exakte Hamilton-Differentialgleichungslésung genauer
erlautert und auch bei den hierfir geeigneten numerischen Verfahren aufgezeigt und
unter Verwendung elementarer mathematischer Methoden nachgewiesen.

Auf Grund der Vererbungseigenschaften bei symmetrischer Verkniipfung gelingt es
dann, mit dem Baustein des einfachen Stormer-Verlet-Verfahrens ein zeitreversibles
symplektisches numerisches Verfahren der 4. Ordnung anzugeben.

Im zweiten praktischen Teil der Arbeit wird dieser symplektische Algorithmus 4.
Ordnung als “robustes Arbeitspferd” auf zwei verschiedene Klassen von Beispielen
angewendet.

Das erste Beispiel belegt das traditionelle Rucklaufverhalten (die Ruckkehr in den
Ausgangszustand) bei einem Mehrteilchensystem: 21*21=441 Gasmolekiile unter
Lennard-Jones-Potential in einer Kreis-Berandung.

Das zweite Beispiel untersucht das Langzeit-Energie-Austauschverhalten eines
Zweiteilchen-Systems von stark verschiedenen Massen unter anziehender bzw.
abstol3ender Paar-Kraft. Bei abstoRender Paar-Kraft zeigen die kinetischen Energien
ein Bestreben, sich anzugleichen. Bei anziehender Paar-Kraft verhalt sich die
kinetische Energie der Teilchen jedoch im Widerspruch zu dem bei
Mehrteilchensystemen gewohnten Aquipartitionsbestreben. Damit wird der Begriff
der “dynamischen Reibung“ von Chandrasekhar erstmals an einem Hamiltonschen
Zweiteilchensystem aufgezeigt.



Einleitung und Ubersicht 1

Ubersicht

Das erste Kapitel "Mathematische Grundlagen fur Hamilton-Systeme" erlautert die
Gewinnung der Hamilton-Differentialgleichung (Hamilton-Dgl) aus der Hamilton-
Funktion (Gesamt-Energie des mechanischen Systems). Die Lésung
(Phasenraumkurve) der Hamilton-Dgl beschreibt dann die Bewegung der
Massenpunkte in der Zeit.

Die rechte Seite der Hamilton-Dgl wird mithilfe der sogenannten schiefsymmetri-
schen Struktur-Matrix J erzeugt: Die rechte Seite der Dgl ist dabei das Produkt
dieser schiefsymmetrischen Struktur-Matrix und des Gradienten der Hamilton-
Funktion.

Mechanische Systeme (im Gegensatz zu elektromagnetischen Systemen) besitzen
Hamilton-Funktionen mit zwei Zusatz-Eigenschaften: Additive Zerlegbarkeit in (nur
von p-abhangige) kinetische und (nur von g-abhéngige) potentielle Energie:

H(g; p)=T( P+ V9 und dazu noch Reflektions-Symmetrie: H(qg; p)= H(g-p) .

Die aus der Hamilton-Funktion gebildeten Dgin werden genauer betrachtet und ihre
Eigenschaften festgestellt: die Symplektizitats-Eigenschaft sowie (bei Reflektions-
Symmetrie der Hamilton-Funktion) die entsprechende Zeit-Reversibilitats-
Eigenschaft der abgleiteten Hamilton-Dgl. (Allgemeinere Dgin haben diese
Eigenschaften nattrlich nicht.)

Dann werden charakteristische Eigenschaften der Flisse (exakte Lésungen) von
Hamilton-Dgln untersucht: Zuzlglich zu der Zeit-Symmetrie-Eigenschaft, die den
kontinuierlichen Flissen aller Dgin gemeinsam ist, besitzen die Fliisse von Hamilton-
Dgln stets die Symplektizitatseigenschaft. Diese besagt im Wesentlichen, dass die
Verbindung des nach dem Anfangswert differenzierten Flusses mit der Struktur-
Matrix J eine Konstante der Bewegung ist (genaue Beschreibung im Text S.8).

Ist die Hamilton-Funktion reflektionssymmetrisch (wie stets bei mechanischen
Systemen), so folgt aus der Zeit-Reversibilitdt der Dgl zun&chst nur die schwache
Zeit-Reversibilitat des Flusses. Zusammen mit der stets vorhandenen Zeit-Symmetrie
von kontinuierlichen Dgl-Flissen ergibt sich daraus die (volle) Zeit-Reversibilitat des
Flusses.

Die Begriffe Zeit-Symmetrie, Zeit-Reversibilitdt und schwache Zeit-Reversibilitat
werden anschaulich in ihren Beziehungen zueinander dargestellt.

Die Unterscheidung zwischen schwach zeitreversibel und zeitreversibel ist fir das
Verstandnis des Kapitels 2 wichtig: Fur die kontinuierlichen Fliisse des Kapitels 1 gibt
es diese Unterscheidung nicht, da die stets vorhandene Zeit-Symmetrie der
kontinuierlichen Flisse den Unterschied aufhebt. Numerisch erzeugte diskrete
Flisse dagegen besitzen i.a. nur die Eigenschaft der schwachen Zeit-Reversibilitat
und nicht von selbst Zeit-Symmetrie und auch nicht (volle) Zeit-Reversibilitat. Um
auch mit ihnen die (bei den kontinierlichen Flissen stets vorhandene) Rucklauf-
Eigenschaft realisieren zu kénnen, missen sie zeitreversibel gemacht werden bzw.
auf Zeit-Symmetrie gepruft werden.
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Im Hinblick auf die am Ende zu betrachtenden zwei Beispiele werden die
zugehorigen Hamilton-Funktionen und die daraus resultierenden Dgln konkret
angegeben, wobei im zweiten Beispiel der Ubergang zu generalisierten Koordinaten
vollzogen wird (mit dem Vorteil eines Zwangskréafte-freien, Dimensions-reduzierten
Dgl-Systems).

Das zweite Kapitel "Numerische Methoden fur Hamilton-Systeme" fiihrt in die
numerischen Verfahren ein. Ausgangspunkt ist das klassische Euler-Verfahren,
welches durch eine leichte! Anderung (EulerA-Verfahren bzw. EulerB-Verfahren
genannt) in ein symplektisches numerisches Verfahren tberfihrt werden kann.
Obwonhl die Auswirkungen der Symplektizitat hier nur oberflachlich wiedergegeben
werden, zeigen erste praktische Phasenraumkurven-Berechnungen einen deutlichen
Unterschied bei der Anwendung eines symplektischen gegeniber einem nicht-
symplektischen Verfahren. (Man vergleiche zum Verstandnis des Gesagten die
unterschiedlich berechneten Phasenraumkurven eines einzelnen Korpers im Anlauf
gegen einen zweiten, im Ursprung fest verankerten Korper, zwischen denen ein
Lennard-Jones-Potential herrscht = Lennard-Jones-Oszillator: Abbildungen S.38)

Beide jeweils individuell nicht zeitsymmetrischen Verfahren (das EulerA-Vefahren
und das EulerB-Verfahren) werden nun durch Hintereinanderausfiihrung? zu einem
neuen Verfahren, dem sogenannten Stormer-Verlet-Verfahren StV,
zusammengefuhrt. Weil EulerA- und EulerB-Verfahren gliicklicherweise adjungiert

zueinander sind, d.h. es gilt (EulerA-Af))™ = EulerBA ), ist das aus ihnen

zusammengesetzte Stérmer-Verlet-Verfahren sogar zeitsymmetrisch. Dariberhinaus
bleibt es bei mechanischen Hamilton-Funktionen explizit.

Jedes andere Verfahren konnte auch durch Verknipfung mit seiner Adjungierten
zeitsymmetrisch gemacht werden, allerdings nur um den Preis, dass durch das
Einbringen der (impliziten) Adjungierten (deren Ausfuihrung die L6sung einer
Gleichung verlangt) das zusammengesetzte Verfahren nicht mehr explizit bleibt.
Dem gunstigen Zufall der wechselseitigen Adjungiertheit von EulerA- und EulerB-
Verfahren und der sich ergebenden Zeit-Symmetrie bei der Verknupfung dieser
beiden Verfahren sowie dem Explizit-Bleiben der Rechenvorschrift verdankt das
bekannte Stérmer-Verlet-Verfahren seine Einzigartigkeit: Es ist sogar noch von 2.
Konvergenz-Ordnung. (Mit einer als Nachtrag gekennzeichneten Anderung kann
erreicht werden, dass je Schritt nur eine einzige Kraftauswertung benétigt wird.)

Da beide Eigenschaften "symplektisch” und "schwach zeitreversibel" ganz allgemein
bei Zweifach-Verknupfung erhalten bleiben, die Eigenschaften "zeitsymmetrisch" und
"zeitreversibel" jedoch nur bei symmetrischer Dreifach-Verkniipfung®, kann versucht
werden, durch entsprechende symmetrische Dreifach-Kombination zweier
verschiedener numerischer Verfahren (mit gleichen Eigenschaften) ein Verfahren
hoherer Konvergenz-Ordnung zu erzeugen.

! Man kann die Anderung als den (in der numerischen Mathematik bei partitionierter Iteration
wohlbekannten) Ubergang vom Gesamtschritt-Verfahren zum Einzelschritt-Verfahren beschreiben.
% Die Verknuipfung von numerischen Verfahren ist ein beliebtes Vorgehen: Es zeigt sich, dass bei
Zweifach-Verknlipfung Symplektizitat und schwache Zeit-Reversibilitat erhalten bleiben, die Zeit-
Symmetrie und (volle) Zeit-Reversibiliat aber im allgemeinen nicht.

® ABA bzw. BAB ist eine symmetrische Dreifach -  Verknipfung zweier Verfahren A und B.

v
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Diese Uberlegung fiihrt (ausgehend von dem Stormer-Verlet-Verfahren StV(At q p

mit Symplektizitats- und Zeit-Reversibilitdts-Eigenschaft) zur Konstruktion einer
symmetrischen Dreifach-Verknupfung St\fa [At StYSIA;t StVa [A; t;q9)dF mit

ebenfalls diesen Eigenschaften fir beliebige Parameter a, .

Durch richtige Wahl der Parameter a, gelingt es sogar, ein Verfahren 4.

Konvergenz-Ordnung zu erzeugen. Dies ergibt das hier neu vorgestellte StV4-
Verfahren als symmetrische Dreifach-Verknipfung von StV-Verfahren mit
geeigneten Parametern.

Die Darstellung der Kapitel 1 und 2 lehnt sich an Leimkuhler und Reich [LR,2005] an,
wobei versucht wurde, zu allen Aussagen die Beweise hinzuzufiigen, soweit dies mit
einfacher Rechnung moglich war. Im Hinblick auf mehr theoretische Fragestellungen
(z.B. die Bedeutung der Symplektizitat fir die Langzeit-Stabilitat) wurden mit Gewinn
die reichhaltigen Beitrdge von Hairer und Lubich [HL,1997], Hairer, Lubich und
Wanner [HLW,2002], McLachlan und Quispel [McQ,2006] und Blanes, Casas und
Murua [BCM,2008] zu Rate gezogen.

Das dritte Kapitel "MatLab-Rechnungen fur Hamilton-Systeme" befasst sich mit zwei
konkreten Anwendungen des StV4-Verfahrens.

Im ersten Fall wurden Gasmolekule unter Lennard-Jones-Potential nach
Geschwindigkeitsumkehr wieder in den Anfangszustand zurtick laufen gelassen.
Hierzu war die Zeit-Reversibilitdt des StV4-Verfahrens wichtig.

Zum anderen wurde die Phasenraumkurve von zwei Teilchen in einer T-Rohr-
Anordnung bis zu einem im allgemeinen erst nach Tagen Realzeit eintretenden
numerischen Stabilitats-Zustand verfolgt. Untersucht wurde dabei in Abhangigkeit
von der Art der Paar-Kraft, anziehend oder abstoRend, das unterschiedliche
Energieaustausch-Verhalten dieses von einer mechanischen Hamilton-Funktion
gesteuerten Systems. Hierbei war die Langzeit-Stabilitdt des StV4-Verfahrens
wichtig.

Mehr physikalisch orientierte Bemerkungen hinsichtlich der behandelten Beispiele
beenden das Kapitel.

Zur Ausfuhrung der numerischen Rechnungen wurde das Programmier-System
MatLab 7.5.0.342 von August 15, 2007(R2007b) verwendet. Die Programmtexte sind
beigeflgt.

Die kirzeren Rechnungen wurden auf einem 500MHz-PC ausgeflhrt, die lAngeren
auf dem Cluster-Rechner des ZDV der Universitat Tubingen.

Schlussbemerkungen und Ausblick, ein Literatur- und Stichwort-Verzeichnis, Liste
der akademischen Lehrer, Lebenslauf und eine Danksagung schlief3en die Arbeit ab.

Klaus Sonnleitner Tubingen 04.05.2010
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Symbole :

f'(x):(%,..,%)

/()= (£, )
aanIbeS

(Vi ) 1= [\\:lJ

alb

L X:= L(X)
fog

fm

D, (t;7)

W, (At; z,)
W1 (At z,)
(W, (At 2)™

Erlauterung : Sei
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Symbole und Darstellung

Transposition eines Vektors bzw. einer Matrix a
k x k Einheitsmatrix

k x k Nullmatrix
ldentitat, d.h. id(x):=x OxOR"

Ableitung von f:R" - R™ als m x n Matrix

(Zusammenfassung aller partiellen Ableitungen als m x n Matrix)
2.Ableitung von f:R" — R™ als m x n* Matrix

Kronecker Produkt als m*r x n*s Matrix
untereinandergeschriebene Vektoren (Vektor-Verkettung)

(Matrizen-)Multiplikation (vertraglicher Matrizen)
Auswertung bei linearer Abbildung L durch Matrix-Multiplikation

Hintereinanderausfithrung von gund f mit [f o g](¥:= f(¢ %) *
m-fach Anwendung einer Abbildung f :R" - R"
Flussabbildung (exakte Losung) zur AWA

Say= 12y, 0= 3

numerische Approximation der Flussabbildung @, (At; z))
Zweifach-Iteration:= W, (At; W, (At; z,)) , analog flr n-fach Iteration
Urbild :=y, wenn W, (At;y) =z

Einsetzungsstelle bei Funktionen mehrerer Variablen :

f:R'xR™ - R",d.h. (xy) - f(xy)
dann wird bezeichnet
f(x9e):R™ - R"durch y - f(xy) (Auswertung bei festem X, als Funktion von y)

und f'(x;) ::ai f(xy) (Ableitung nach dem variablen y bei festem x) ;
y

f(;y):R" -~ R" durch x - f(xy) (Auswertung beifestem y, als Funktion von x)

und f'(s;y) ::ai f(xy) (Ableitung nach dem variablen x bei festemy) .
X

Folge fir (gemischte und vertauschbare) zweite partielle Ableitung :

0
—f'(ny)=—
oy (y) 3

9 d 0 d 0
f'(xe)=—— f = — f
< (%e) %3y (%) 30 x (xy

"sinngemaB f(s;y)og(s;y) als [f(5y)og(s YI(¥:= (dxy Y

VIl



Symbole und Darstellung VIII

Zur Darstellung :

Die Beweise sind ausgefuhrt mit dem gebréauchlichen mathematischen Hilfsmitteln
(Funktionen, Ableitungen, Ineinandersetzen von Potenzreihen, Matrizenoperationen,
Kronecker-Produkt) :

1. Besonderer Wert muss dabei auf die explizite Bezeichnung der Transposition von
Matrizen gelegt werden : Statt der (sonst in der Physik verwendeten)
symmetrischen Grol3en treten hier 6fter schiefsymmetrische Matrizen (z.B. die

Struktur-Matrix) auf : Sie andern bei Transposition ihr Vorzeichen, d.h. J" =-J.

2. Durch Verwendung des Kronecker-Produktes ist eine eindeutige, und mit
bekannten eindimensionalen Regeln vertragliche Notation méglich :
z.B.
Die Produktregel der Differentiation bei Funktionen mehrerer Veranderlicher
lautet: (FOQL(x) = F(YWidx o 3)+ FOA X
oder
hohere Ableitungen sind auf das Kronecker-Produkt der Argumente anzuwenden:

f"(x)Chx h (statt h" Of '"'(X) Ch mit f'7'(x) Hesse-Matrix).

3. Die (etwas ungewdhnliche) Notation der Symplektizitats-Eigenschaft
dgOdp= dgd df von Abbildungen §, p:R* - R"wurde nicht tiber das Dach-
Produkt von Differentialformen da(2 0 dif 2:=( & " 0% )= ( '6)¥ O'@), d.h.

liber eine schiefsymmetrische bilineare Zuordnung, erklart* und es wurde auch
keine (der sicherlich formal einfachen, aber merkwurdigen) Differential-Formen
Rechen-Regeln (z.B. da(2 O Add4 2=0 bei symmetrischem A) verwendet.

% vgl. [LR,2005], S.64.
Es ist in einfacher Notation

AT e o (A@Y L (d(D -
dalOdbi=4( 2" 0K Y- % 2O a)z(b,(z)] O EEB(ZJD Mat, n) fur a,b:R" - R™.

. (G@PpY . (dap)_(a) . (4
so bedeutet dg 0 dp= do] df explizit: ] = J oder
Also bedeutet CATIAR= A4 Grew t(f)’(q;p)j B(g p) [pj Eﬁpj ‘

:|2n :IZn
(( Cj(q; p)j )T [J f{q pj = J vgl. Definition der Symplektizitat S. 7
p(q; P Kap

VIl
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen fur Hamilton-Systeme
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Uberblick

Mathematische Grundlagen fir Hamilton-Systeme

Hamilton-Funktion

erzeugt

Hamilton-Dgl
U

erzeugt Fluss der Dgl/Bewegung

U

stets:

(passend gewahlte)
Hamilton-Funktion
(Gesamtenergie)

(¢ p)=3IH(q P
(~ Newton-Dgl bei
konservativen Kraften
als Dgl-System

H(a; p) 1.0rdnung)
(P} (t+))" LD [, (6e) = J
Rechte Seite Dgl hat (symplektischer Fluss)
QY =-H'"D
(symplektische Dqgl)
zusatzlich: H.(q; p) ist Integral Die Flusse vertauschen u.

H(g p)=H(g p+ H(qg P
mit additiver Aufteilung

der mit H;(q; p)

erzeugen als Verknipfung den
Fluss der urspr. Hamilton-Dgl

erzeugten _ _
und {H, H3} =0 Hamil?on-DgI Priztin, = Pry 0Py, = Puy 0 P,
zusatzlich: Rechte Seite Dgl hat Fluss @, (t;») hat

H(d; p) = H(g- P
mit Reflektions-Symmetrie

f(g;p)=-SUf(SL g P

(zeitreversible Dgl)

S, (-t Se) =D, (+ f+)
(schwach zeitreversibler

Fluss)

Mit ®(—t;e) o P(t;s) =id

(Zeit-Symmetrie des Flusses

jeder Dqgl) :

Fluss @, (t;) hat

S, (t+)o S, (1) = id

bzw. Bewegung auf [0,T]
(q(t); p(t)) hat

Rucklaufbewq. auf [T,2[T]

(a2 - t);- p(207 - 1))
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Mathematische Grundlagen fir Hamilton-Systeme

Aufbau

1) Von den Newton- zu den Hamilton-Bewegungsgleichungen

2) Die Eigenschaften "additiv aufgeteilt" und "reflektionssymmetrisch"

3) Eigenschaften des Hamilton-Dgl-Systems bei allgemeiner bzw.
additiv aufgeteilter oder reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion

4) Der symplektische Fluss einer Hamilton-Dgl

5) Der Fluss als Verknipfung der Flisse der Hamilton-Dgln bei additiv
aufgeteilter Hamilton-Funktion

6) Der zeitreversible Fluss bei reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion

7) Beispiel : Das N-Korper-System bei Paar-Abstands-Potentialen

8) Systeme mit geometrischen, global parameterisierbaren Zwangsbedingungen

9) Beispiel : Zwei Korper in einem T-Rohr

1)Von den Newton-Bewegungsgleichungen zu den Hamilton-Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen fiir ein N-(Punkt-)Koérper-System im R? (d=1,2,3) lauten
2
M E—Ig?q(t) = F(q(t) (Newton-Dgl-System).
Dabei ist
q(t) := (q(t);..; g, () ORN® der Gesamt-Ort, d.h.
der Vektor der — untereinander geschriebenen — Koérper-Orte g, (t) JR?,
M :=diag(m,.., m, )x | die Nd x Nd — Masse-Matrix,
F(q) :=(F(0);..; R, (9)) OR"™ der Gesamt-Kraft-Vektor, d.h.

die — untereinander geschriebenen® — Kréfte F (g)OR", die auf die einzelnen Korper
wirken.

Mit der Einfiihrung der HilfsgroRe?
p:=M L[ (Gesamt-Impuls)
lassen sich die Bewegungsgleichungen als gew. Dgl-System 1. Ordnung schreiben :

d -
ECI(t)—M Eb(t).

d
_ t - F t
< PO = F(a())
Mit den Definitionen
1. T(p 2=% p' CM™ Op (kinetische Energie) , mit T'"(p) = M p

2. V(q) (potentielle Energie) derart, dass V''(q) =—F(0q) (bei konservativer Kraft),

3. H(ap=T(P+MVq
(Gesamt-Energie oder mechanische Hamilton-Funktion )

! Fur die Theorie ist diese Untereinander=Vektor-Schreibweise vorteilhaft, fiir die Programmierung
eher die Nebeneinander=Matrix-Schreibweise, vgl. Kapitel MatLab-Rechnungen.
% Der Impuls ist hier linear verbunden mit der Gesamtgeschwindigkeit.

3
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lasst sich die rechte Seite des Dgl-Systems 1.0rdnung in der (zweigeteilten) Form
q)= T7(p
p(t) =-V'"(q)

schreiben, bzw. nach Einfilhrung der schief-symmetrischen® Struktur-Matrix

_INd ONd

0 |
J ::( N Nd} (Struktur-Matrix)
(2Nd,2Nd)

auch als
t a
i(q( )j = Jong ong [EV,T (q(t))] (Hamilton-Dgl-System)
dt p(t) ),ngs AT P(D) s
oder (in kompakter Form®*) als

%(q(t); p(t) = ICHT (o 0; K Y).

Allgemein heil3t jede Dgl, deren rechte Seite aus der Struktur-Matrix J und dem
Gradienten einer reellwertigen Hamilton-(Stamm-)Funktion H(q; p) gebildet ist, eine

Hamilton-Dgl.

2) Zusatzliche Eigenschaften der Hamilton-Funktion
("additiv aufgeteilt in Summanden mit verschwindender Poisson-Klammer" bzw.
"reflektionssymmetrisch")

a) Additive Aufteilung in Summanden mit verschwindender Poisson-Klammer
bedeutet :
Die Hamilton-Funktion hat eine Darstellung der Form

H(g p)=H,(g P+ H,(q p
mit verschwindender Poisson-Klammer der Summanden

{H(g P, H{q p}:= H( g pOJXIHT ap» =0.

b) Reflektions-Symmetrie bedeutet :
Es gilt :
H(a, p) = H(g-p)
d.h.
T(P=TCP.
Mit der involutorischen® Reflektions-Matrix

S = (-{_I Nd ONd j
ONd -l Nd_/(2Nd,2Nd)
kann die Reflektions-Symmetrie als
H(g; p)=H(S{qp)
beschrieben werden.

® Esgilt J7 =-J (Schief-Symmetrie der Struktur-Matrix J )

* Fur theoretische Untersuchungen hinsichtlich der Eigenschaften der Lésung wird diese Form (der
untereinander geschriebenen Komponenten) bevorzugt :
Rechte und linke Seite ist je ein Vektor des IR (fur N Kérper im IRd) (bzgl. einer anderen
Schreibweise, vgl. Kapitel MatLab Rechnungen.)

® Es gilt STS= | (Die Reflektions-Matrix Sist eine Involution).
4
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3) Eigenschaften des Hamilton-Dgl-Systems bei allgemeiner
bzw. additiv aufgeteilter oder reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion

Die rechte Seite einer Hamilton-Dgl J[H'T(q; p) erfullt als Matrixprodukt aus

schiefsymmetrischer Struktur-Matrix und dem Gradienten einer skalaren Hamilton-
Funktion die folgende Beziehung

(JH'"(q p)' '=-H'"(g pOJ (Symplektizitats-Eigenschaft der Hamilton-Dgl)

Denn (unter Verwendung® von H'™(g; p)= H'""(q p) folgt
(J D_er)rT:(JD_IITI)T - HITIT[UT: H!TIEL]T:_ Hl TDJ
|

Diese Eigenschaft in Verbindung mit der Dgl fur die 1. Variation des Flusses wird im
Wesentlichen die Symplektizitat des Flusses begrinden (s. im Beweis S.8).

a) Die additive Zerlegbarkeit mit verschwindender Poisson-Klammer der
Summanden besagt, dass H; ein Integral langs der Losungen der mit H; gebildeten

Hamilton-Dgl ist (allgemeine Eigenschaft bei verschwindender Poisson-Klammer).

b) Auswirkung der Reflektions-Symmetrie der Hamilton-Funktion auf die Dgl :
Definition :
Eine beliebige zweigeteilte Dgl

d(z())_ :
E(zz(t))_ f(z(1); z(9)

heil3t zeitreversibel, wenn fur die rechte Seite der Dgl gilt

z
f(z;z)=—1 .
(:2) f($€22])
Satz:

Die von einer reflektionssymmetrischen Hamilton-Funktion gebildete Hamilton-Dgl ist
zeitreversibel; es gilt also :

JH'"(q p)=-SOJJH"( ${ 0 ) (Zeit-Reversibilitat der Hamilton-Dgl).

Denn aus der Reflektions-Symmetrie H(q; p) = H(SE@ qop )ergibt sich

JH' (g p=J0H(STq p)'= I K & :qPp0)S=

=JIEH(Stap = - STH( §;q9p

JB' =- 81
|

Die Zeit-Reversibilitat der Dgl bewirkt fur den Fluss (die Losungen der Dgl) zunachst
nur die schwache Zeit-Reversibilitat, welche mit einer Zusatzeigenschaft von Dgl-
Flissen sogar die (eigentliche) Zeit-Reversibilitat des Flusses ergibt (s. S.12).

® Die Ableitung eines Gradienten H T ergibt stets eine symmetrische (Hesse-)Matrix; denn Symmetrie

ist eine allgemeine Eigenschaft von zweiten Ableitungen (wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge
bei partiellen Ableitungen).

5
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Im Folgenden werden nun die Eigenschaften des Flusses einer Hamilton-Dgl|
betrachtet, und dann die weiteren Auswirkungen auf den Fluss, wenn die Hamilton-
Funktion zusétzliche Eigenschaften (additiv zerlegbar, reflektionssymmetrisch) hat.

4) Der symplektische Fluss einer Hamilton-Dgl
Allgemeines zum Fluss einer beliebigen Dgl, Eigenschaften :

Der Fluss @, (t;») einer Dgl %z(t) = f(Z ) ist eine von der Zeit t als Parameter

abhéngige Schar von Abbildungen. Die einzelne Abbildung &, (t;s) ordnet (zu einer

bestimmten festen Zeit t) dem (Start-)Wert z den (End-)Wert z(t) zu, den die L6sung
der AWA

d
H(Z(t)) = f(Z9), 20)= :
zu dieser Zeit erreicht hat, also
D, (t2)=24Y".
(Die explizite Angabe des Wertes @, (t;z) setzt also die explizite Kenntnis der

Losung aller AWAnN voraus. Dies ist aber fast nie der Fall, so dass numerische
Methoden anzuwenden sind, um eine Vorstellung vom Bewegungsablauf zu
bekommen.)

Theoretische Eigenschaften des Flusses einer jeden Dgl :
al)gDer Fluss einer Dgl ist bzgl. Funktionsverknipfung eine ein-parametrige Gruppe
mit

D, (ty50) 0 D (ty;e) =D, (L, +150),
insbesondere gilt :

O, (~t;2)o @, (+;2) =id (oder (®,(-;2) = (t2 02

Diese letzte Eigenschaft einer parametrisierten Abbildungsschar heil3t Zeit-
Symmetrie (der Abbildungsschar).

a2) Der Fluss @, (t;z) erfullt als Funktion von t (bei festem z) die Anfangswert-

aufgabe (AWA)

%be(t;z): f(®,(t2), P (t=0;2=

Dies auf Grund der Definition des Flusses.

a3) Durch Differentiation (nach z bei festem t) der beiden Gleichungen folgt :
Die Ableitung des Flusses nach z (bei festem t) aidaf (t: 2) ® genuigt als Funktion von t
z

(bei festem z) der “Dgl fir die 1.Variation des Flusses” :

do a0 9 -
G5 D= (@ (EDEEP (1 B (130= |

" Bei linearer Dglist ® (t; 2) := FM(t) [z (FM (t) Fundamentalmatrix mit FM (0) =id ).
8 Begrindung : Existenz- und Eindeutigkeit der AWA bei einer Dgl, deren rechte Seite eine Lipschitz-
Bedingung erflillt (z.B. stetig diffbar ist).

® aiqbf (t; 2) heiRt die 1.Variation des Flusses @ (t;2) .
Y4

6
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Das Bisherige gilt fiir den Fluss einer jeden Dgl, also auch fur den Fluss
®,, (t;+) *° einer Hamilton-Dgl, d.h.

bl) Der Fluss @, (t;s) einer Hamilton-Dgl erfllt die Zeit-Symmetrie

®,, (-t;2) o @, (+t;) =id oder () (-t;q; p) =P, (tG P -
b2) Der Fluss @, (t;q; p) einer Hamilton-Dgl erflillt als Funktion von t (bei festem q
und p) die AWA

%CDH o p= JDH'T((DH(t g n), CDH(t: 0; q p:(gj .

b3) Durch Differentiation der beiden Gleichungen (nach q und p bei festem t) folgt :
Die Ableitung des Flusses nach g und p (bei festem t) (aiqcpH (t;q; p),ailodbH (tg p)

genugt als Funktion von t (bei festem q u. p) der “Dgl fur die 1.Variation des Flusses":

d o R A = T 0 09
a(a—q%(t,q, p),ap%(t, G p)=JOH(@®,(tq D)Haq%(t q r),apfbH(Iq )

0 0
(a—qch (t;q; p),a—ptbH (tF P=o = bona

b4) Speziell gilt jedoch fir den Fluss ®,, (t;») einer Hamilton-Dgl die Eigenschaft der
Symplektizitat :

Definition :
Eine Abbildung f :R* — R heilRt symplektisch, wenn fiir ihre Ableitung ' gilt :
(f'(2)"WOf()=J OZOR™

Beispiel : Sei F:R? — R*mit symmetrischem (F'(q)), 4 (d.h. FT hat Stammfunktion),

dann gilt
q p
f(a; p = ¥
(P (pHF(w pmj

Eine einfache Eigenschaft von symplektischen Abbildungen :
Eine VerknUpfung f o g zweier symplektischer Abbildungen ist selbst wieder

symplektisch (Vererbung der Symplektizitat bei Zweifach-Verknupfung); denn
([fodl'(2)" oM fo g p =
=(f'(9(2)0d(2)' DIOf( ¢ pOY »=
=g'(2"0f(dg3 0D ¢ RIOYG )=
=g'(2"0d(2=J

ist symplektisch.

Die (nach b3) allgemeine Eigenschaft der 1.Variation des Flusses einer Hamilton-
Dgl liefert zusammen mit (der speziellen Beziehung)

(JH' (g, p)" =-H'"(g p)0J (Symplektizitats-Eigenschaft der Hamilton-Dgl)
die Symplektizitat des Flusses einer Hamilton-Dgl; denn es gilt :

1% pie korrekte Bezeichnung des Flusses einer Hamilton-Dgl wére (DJEIH’T (t;-) .

7
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Bei festen g und p ist der Ausdruck (@}, (t;q; p))" L0, (t g P, als Funktion von t
betrachtet, =cons( ) = J. (Dabei steht &, (t;q; p) fur (aith(t;q; p),aiCDH (tgp).
q Y

Es ist also
(@, (tq, p) D, (tgP=J
(Symplektizitats-Eigenschaft des Flusses einer Hamilton-Dgl).

Tatséachlich gilt :

%«cb; (t.op p)T W, (4 g ) =

d U - T [ r T d , _
Prod;kt,egel(a%(t,q, p)' O, (t g P)+(P,(t g p) DJ}d—tan( tq p=

S[IHT(@,, (6 G P)BPL(t g PI' LI (1 q B+

+(@, (40, p)T WPIOH (P, (t q PP, (L gp)]=
= (P4 (g p) QIH (@, (t g P))’ OIS, (tq P)+

==HT(®, (t;q; p))
+(®}, (6, p)’ CODIOH (P, (t g PP, (1 g p=
=—(®y (t;q; p)' CH' (P, (L G P) D@@L (tq P+
(@ (L p)' JH (@, (g PP, (t g =

0
Also ist

(@, (tg; )" UL (L g P = congt).

Aus der Anfangsbedingung @, (t =0;q; p) =1 folgt :
(P (t=0;0; p))’ LD, (t=0;q P= I' WOI=J
und damit insgesamt
cons{)=J,
d.h.
(@, (ta; p)" WP, (tg p=J.
|
Ergebnis (vgl. Kastchen 3 im Uberblick S.2) :
Der Fluss @, (t;») eines Hamilton-Dgl-Systems ist symplektisch (genauer : eine
symplektische Abbildungsschar) :
Fir @}, (t;9; p) (den nach den Parametern g und p differenzierten Fluss einer
Hamilton-Dgl) gilt die Beziehung :
(@, (t;q; p)' I, (t g p= J (Symplektizitat des Flusses einer Hamilton-Dgl).

Bemerkung zur Symplektizitats-Eigenschatft :
Die mit dem (t,q, p)-abhéngigen Fluss ®, gebildete linke Seite ergibt stets die

konstante Struktur-Matrix J (und dies sogar bei beliebiger Hamilton-Ausgangs-
Funktion).
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Satz (Symplektizitat des Flusses einer Hamilton-Dgl) :
Jedes Hamilton-Dgl-System, dessen rechte Seite sich als

(schiefsymmetrische Struktur-Matrix J) x (Gradient einer skalaren Funktion)
darstellen lasst, hat einen symplektischen Fluss.

Deutung der Symplektizitats-Eigenschaft des Flusses ("verscharfter Liouville™)

1) Volumenerhalt des Flusses :

Es moégen sich zur Zeit t =0 die Orts-Koordinaten und ihre zugehdrigen Impuls-
Koordinaten mit fest ausgewahlten Indizes (dy ,..,0;, » Py, s+ B, ) IN €iner 2k
dimensionalen Menge Mil“jk(O)DR2k befinden mit einem (euklidischen) Inhalt
#M,_; (0)). Betrachte nun M, ; (t) (definiert als die zur Zeit t erreichten Punkte™*
aus der Bewegung nach der Hamilton-Dgl mit je einem Anfangswert, dessen
ausgewahlte Koordinaten in M, ; (0) lagen), soist 4(M,; ; (1)) = (M, ; (0)) : Die
Form von M, ; (t) wird sich mit der Zeit verandern, aber ihr 2k-dimensionaler Inhalt

andert sich nicht.
Werden alle Orts- und Impuls-Koordinaten gewéhlt, so ist dies die Aussage des
Satzes von Liouville [Arn,1989].

2) Eigenwerte der Ableitung der rechten Seite bzw. der 1. Variation des Flusses einer
Hamilton-Dgl :
Die Ableitung der rechten Seite einer Hamilton-Dgl J[H '™ besitzt (als Produkt von

schiefsymmetrischem J und symmetrischem H '™ ) Eigenwerte mit der Eigenschaft :
Mit A (Eigenwert) sind auch -1 und A,-1 Eigenwerte®?,
so dass Spur (JH'™) =Summe aller Eigenwerte =0 ist.

Daraus als Folge fur die Ableitung des Flusses nach den Anfangswerten :
Die 1. Variation des Flusses @, (t;») besitzt Eigenwerte, welche sich zu Paaren mit
Produkt gleich 1 anordnen lassen.

3) Lyapunov-Exponenten des Flusses :
Der Fluss ®,, (t;») einer Hamilton-Dgl besitzt Lyapunov-Exponenten, welche
paarweise mit entgegengesetztem Vorzeichen auftreten.

(zu 2) und 3) vgl. [AFH,1994, S.189, dort nach Benettin,1980]).

! Es werden viele Anfangswertsaufgaben betrachtet, d.h. eine feste Hamilton-Dgl mit allen
Anfangswerten, deren Koordinaten mit ausgewéahltem Index in Mily_jk (O) liegen.

Insbesondere heildt das, dass das zeitliche Verhalten der nicht-ausgewahlten Koordinaten keinen
Einfluss auf (M, ; (t)) hat.

12 Doppelte Spiegel-Symmetrie der Eigenwerte von J [H T Im Vergleich dazu sind die Eigenwerte
einer reellen Matrix i.a. nur spiegelsymmetrisch zur x-Achse (in der komplexen Zahlenebene).

9
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5) Der Fluss als Verknipfung der Flisse von Hamilton-Dgln bei additiv aufgeteilter
Hamilton-Funktion

Bei additiver Aufteilung einer Hamilton-Funktion in Summanden mit verschwindender
Poisson-Klammer, H(q; p) = H,(g p+ H,(q § mit {H(g P, H,(qg P} =0, werden die

Hamilton-Dgln zu den Funktionen H,(qg; p) bzw. H,(q; p) betrachtet :
d '
a(a(t); p(9) = ICH (o h; /D)

bzw.
%(q(t); p(Y) = ITH,T(q(D: /(D).

Die zugehorigen Flisse

®,, (t;e) bzw. @, (t;+)
sind dann vertauschbar bei Verknupfung

D, () o Py (6e) =Py, (L) 0Py (50) .

Aul3erdem gilt merkwurdiger Weise

D, (te) = CDHl (t;e) o CDHl(t;.) )
d.h. der Fluss der Hamilton-Dgl, gebildet aus der Gesamt-Hamilton-Funktion, kann
(bei verschwindender Poisson-Klammer der Teil-Summanden) durch Verknipfung
aus den Flussen der Hamilton-Dgin, gebildet aus den Teil-Hamilton-Funktionen,

gewonnen werden.
(Vgl. zu diesem tiefliegenden Ergebnis [LR,2005 S.78,100,135 mit BCH-Formel].)

Bemerkung : Dieses Vorgehen ( bei t —» At klein ) kann bei mechanischer Hamilton-
Funktion H(q; p) = T( p + V( 9 auf die Summanden T(p) und V(q) angewendet

werden, auch wenn die Voraussetzung der verschwindenden Poisson-Klammer an
die Summanden {T( p, V( 9} =0 nicht erfullt ist : Die Verknlipfung der analytisch

angebbaren Fliisse® ist dann zwar kein exaktes, aber, weil At klein ist, ein
brauchbares symplektisches numerisches Verfahren mindestens erster Ordnung.
[LR,2005 S.78].

Obige Eigenschatft, (bei gegebenen Voraussetzungen) den Fluss als Verknupfung
von Teilflissen zu sehen, liefert die Motivation, ahnlich auch bei der Konstruktion
numerischer Verfahren vorzugehen (auch wenn die Voraussetzungen nur
naherungsweise erfillt sind; vgl. dazu das Vorgehen in Kap.2).

'3 Der erste Fluss ist die Bewegung bei Abwesenheit aller Krafte, der andere Fluss ist die Bewegung
bei unendlich schwerer Masse (vgl. S.45,46).

10
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6) Der zeitreversible Fluss bei reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion

Eine reflektionssymmetrische Hamilton-Funktion mit H(q; p) = H(S{ q p) erzeugt
eine zeitreversible Hamilton-Dgl (s. S.5).

Dies bedeutet fur die Losungen der zeitreversiblen Hamilton-Dgl :

Mit (q(t); p(t)) istauch (q(t); p(Y) = (a(-1); - (- 9) eine Lésung ;

denn es gilt :
d(q _dfa) _.,_,d(d d .\ _
$(@0=4/ o= o, o=

:( T'T(p(r»} Eﬂ_1):(4”( M- t»HTT(— - »)] _14
W), -VT(d=9)) -V (d-))

T (P(Y) TOAM.
= =JH 1); p(t
(_V,T @ t»J (a(9; P(H)
d.h. (§(t); p(1) ist eine (mit (§(0) = q,; p(0)=- R,) gestartete Lésung der Hamilton-Dgl
und sie erreicht zur Zeit =T den Zustand (G(-T); p(-T)=(d ;- 4 ).
|

In ahnlicher Weise folgt :
Der Fluss @, (t;qg; p) und die Funktion &)H(t;q; p):=SP,(-t § g P genlgen
derselben AWA :

Der Fluss @, (t;qg; p) gentigt nach 4)b2) der AWA

%(DH (o, p) = JDH'T(CDH(t g p), ®,(t=0;q Dz(qj
p

Den gleichen Anfangswert zur Zeit t =0 hat auch &JH tgp=S, (-t qgp:
- q
®, (t=0;q; p)= S, (=0, I( q P)= & H ;a)F " ;q)slgl(pj

und erflllt auch dieselbe Dgl :

d - d
—&, (t;q;, p) = S, (- =
pm 4 (g p) o -t Stap

= SEL0,(1(0;STq D= S0, K1, TOE

T(t):=-t

4)§2)SELJDH'T(¢H(r; Stap, . I-n=

=-SIH (@, (-t ST q P)=- ST H( 8 ®,(-; tB; g)p=
= JIHT(S,(-tSTq p= DH(@,(;ta Y

~SOIH "= JH T

" Bei* wurde verwendet: T(p)=T(-p.also T'(p) =T (- p - 1) oder -T'(p)=T' (- p.
11
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Folgerung :
Wegen der Eindeutigkeit der AWA-LOsung gilt die Gleichheit beider Funktionen :

S[P, (-ts)o S=d,(+ 1) (schwache Zeit-Reversibilitat)
(oder aquivalente Formulierung durch Umstellung S®,, (—t+)) "o S[®,, (+ t) = id).

Diese Eigenschaft heil3t schwache Zeit-Reversibilitat des Flusses.

Mit der stets (!)** gegebenen Zeit-Symmetrie des Flusses einer jeden Dgl (vgl 4)al))
CDH (_t;') ° CDH (+t;’) =id oder (CDH (_t;'))_l = cDH (t;)
gilt zusammen mit der schwachen Zeit-Reversibilitat :

S, (+ts)o (S, (+ t+)) = id ((volle)Zeit-Reversibilitat)
Diese Eigenschaft heilt Zeit-Reversibilitat des Flusses.®

Satz :
Der kontinuierliche Fluss eines Hamilton-Dgl-Systems, gebildet mit
reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion, ist zeitreversibel.

Eine erste Deutung der Zeit-Reversibilitat als “Ricklauf-Eigenschaft in doppelter Zeit"

Die Beziehung

(S (Tie)e I, (Te) = ic
bedeutet anschaulich :
Erreicht das reflektionssysmmetrische mechanische System aus einem (ersten)
Anfangszustand durch Bewegung einen (ersten) Endzustand zur Zeit T
wird aus den erreichten Orten und den negativ genommenen Impulsen
(Geschwindigkeiten) ein neuer (zweiter) Anfangszustand gebildet, aus dem sich das
System wiederum dieselbe Zeit T weiterentwickelt, werden schlie3lich die erreichten
Impulse (Geschwindigkeiten) noch einmal umgekehrt, so befindet sich das System
nach der Zeit 2[T wieder im (ersten) Anfangszustand.

Die genannten Eigenschaften kommen also jedem (theoretischen) Fluss bei
reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion zu. Da aber der (exakte) Fluss i.a. nicht
konkret (analytisch oder zahlenmaRig) angegeben werden kann, (auf3er in seltenen
einfachen Fallen, vgl. dazu S.17-18), spater aber im Kapitel 2 im Hinblick fir den
konkreten numerischen Approximations-Fluss auch diese Eigenschaften gefordert
werden, sollen Begriffe "Zeit-Symmetrie", "schwache Zeit-Reversibilitat" und "Zeit-
Reversibilitat", aquivalente Formulierungen, ihre praktische Uberprifbarkeit, ihre
Beziehul?g untereinander und ihre Bedeutung fur die Ricklaufrechnung kurz erlautert
werden™’.

!> Numerischen Verfahren fehlt i.a. diese Zeit-Symmetrie-Eigenschaft. Sie muss zusétzlich fur die i.a.
schwach zeitreversiblen numerischen Verfahren nachgewiesen werden, um auch Zeit-Reversibilitat
fir das numerische Verfahren zu garantieren. Diese Zusatzforderung schrankt die Mdglichkeiten fir
numerische Verfahren ein.

'® d.h. die Abbildung S[®,, (te) ist involutorisch.

12
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Eine (t-parameterisierte) Abbildung™® W(t;s) heilt zeitsymmetrisch (ZS), wenn
W(~t;e) o W(+t;) =id
oder in aquivalenter Formulierung (durch Umstellung)
(W)™ =W(t).
Sie heil3t schwach zeitreversibel (SZR), wenn
SW(=te)o S=W(+ 1)
oder in aquivalenter Formulierung (durch Umstellung)
SQW(-te) "o SW(+ 1) = id (*).
Sie heil3t zeitreversibel (ZR), wenn
SQW(te) "o S=W(+ 1)
oder in aquivalenter Formulierung
SOP(+te) o (S (+ t+)) = id(™).

Bemerkung zur experimentellen Nachvollziehbarkeit von t-parametrisierten
Abbildungen (oder auch Flissen), wenn t die (stets vorwartsschreitende) Zeit
bedeutet :
*  Y(t;2) = w definiert aus dem Zustand z (aufgefasst als einem Zustand zur
momentanen Zeit 1) einen Folgezustand w (zur Zeit 7 +t)
* Y(-t;2) = v definiert analog einen Vorgangerzustand v (zur Zeit 7-t)

e WHt;2)=weo W(tw= zdefiniert einen Vorgangerzustand w (zur Zeit 7-t)

e WH(-t;2)= v W(-t\) = zdefiniert einen Folgezustand v (zur Zeit 7 +1t).
Dies bedeutet, dass reale physikalische Vorgange (mit fortschreitender Zeit) nur
durch Verwendung von W(t;s) oder W™*(-t;s) beschrieben werden kénnen; bei

Verwendung einer der beiden anderen Zuordnungen W(-t;s) oder W™(t;s)ist nur

rechnerische Ausfuhrung (Simulation auf einem Computer) moéglich, da bei ihrer
Durchfiihrung (experimentell nicht realisierbare) Vorgangerzustande bestimmt
werden mussen.

Die obigen Beziehungen bezeichnen i.a. nur das Gleichheit des Ergebnisses bei
rechnerischer Ausfiihrung von linker und rechter Seite ; hinsichtlich realer
Ausfuhrbarkeit (im Experiment bei fortlaufender Zeit) kann durchaus Ungleichheit
bestehen, z.B. ist in SW(t.))™ o S=W(+ ) die linke Seite experimentell nicht

realisierbar, die rechte Seite beschreibt ein ausfihrbares Experiment.

Anwendungsorientierte Bemerkung :

Von den untereinander gleichwertigen Formulierungen der schwachen oder (vollen)
Zeit-Reversibilitat sind die auf ...=id (q; p) endenden Gleichungen bei Rucklauf-
Simulation die wichtigeren, weil nach gewissen Vorschriften der jeweils linken Seiten
am Ende wieder der Anfangszustand, namlich id(q; p), erreicht werden soll.

Beide Vorschriften (*), bzw.(**) simulieren (nach Geschwindigkeitsumkehr,
beschrieben durch die Anwendung der inneren S-Operation) einen Rucklauf eines
Mehrteilchensystems in den Anfangszustand. Die Rechnung nach der schwachen

7 Der eigentliche Sinn der Ausfithrungen erschliel3t sich erst bei Anwendung konkreter numerischer
Methoden zur (mdglichst guten) approximativen Losung der Hamilton-Dgl. Hinsichtlich der
Eigenschaften der exakten Dgl-Lésung bringen sie Giber obigen Satz hinaus keinen Gewinn.

'® Die Abbildung muss nicht notwendig ein Fluss einer Dgl sein.

13
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Zeit-Reversibilitat (*) ist bei schwach zeitreversibler Rechenvorschrift W, (t;qg; p)
anwendbar; sie benétigt jedoch vor und nach der Geschwindigkeitsumkehr
verschiedene Rechenvorschriften, das explizite (numerisch gewahlte ) W, (t;qg; p) und
das implizite W (-t;q; p) 19 Dagegen verwendet die Rechnung nach der (vollen)
Zeit-Reversibilitat (**) vor und nach der Geschwindigkeitsumkehr beide Mal dasselbe
W, (t;q; p) . Diese vorteilhafte Berechnung nach (**) ist jedoch nur unter der
Voraussetzung erlaubt, dass ein (numerisches) schwach zeitreversibles Verfahren
W, (t;0; p) mit zusatzlicher Zeit-Symmetrie gewahlt wird.

Bei Wahl eines zeitreversiblen approximierenden (numerischen) Verfahrens wird
dann dem zeitreversiblem (theoretischen) Fluss einer Hamilton-Dgl mit
reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion ein konkreter Fluss zur Seite gestellt, mit
dem das Rucklaufverhalten des mechanischen Systems in gleicher Weise wie mit
dem (theoretischen) Fluss nachvollzogen werden kann. Die Schwierigkeit besteht
allerdings in der (nur in Ausnahmefallen) durch explizite Verfahren herzustellenden
Zeit-Symmetrie numerischer Verfahren. Einer dieser Ausnahmefalle liegt bei
Verwendung von EulerA- und EulerB-Verfahren vor, vgl. Kapitel 2 S.50.

Zur Verdeutlichung des Begriffes Zeit-Reversibiliat :

Die Zeit-Reversibilitat SIP, (+t+)o (SD,, (+ t+)) = idbedeutet fir die einzelne Dgl-
Losung das Erreichen eines vergangenen Zustandes in der Zukunft (“Rucklauf) :

Es sei
(% (Do (0 (D):- A (D)

eine einzelne im Zeitintervall [0,T] definierte Losungskurve mit gegebenen (Orts- und
Impuls-)Startwerten

(6,(0);-.;0 (0); B (0);..; s (0).,
welche zur Zeit T den Endzustand

(R (T);-s o (T); R(T;-5 R(D)
erreicht.
Es wird nun die im Zeitintervall [T,2[T] definierte Funktion betrachtet

(G (20T = 1);..;q (207 = )= R (20T- 1. R (OT- 1),
Sie ist(!) eine Losung der Hamilton-Dgl. (d.h. sie beschreibt die Bewegung des
Mehrteilchensystems im Zeitintervall [T,2[T] ) :

Yo-{Jor->

Denn mit der Bezeichnung

o O

gilt :

Yia. Berechnung durch aufwendige numerische Fixpunktiteration. (W_l(t; g; p) kann explizit
analytisch angegeben werden, wenn es gelingt die Beziehung W(t;Q; P) = (g p nach

(Q; P) =...(Ausdruck in t,q, p...) analytisch aufzulosen. Die rechte Seite ist dann W™ (t;q; p).

14
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d q _E q o i q d o
a( ﬁj 0= dt(— pJ (2T -1= (dT[— pj (T); 21 E’E{(ZH t)

:[ T p(7) j Eﬂ_1):(—T'T( p20T- t))HTT(— (20T »H TT(AIQI)j
A (9)) -VT(q20m-9) ) -V (d207-9)) |- V' (q)

(gj (t) ist also eine Losung der Hamilton-Dgl auf [T,2[T].

20

Der Startwert der [T, 2[T]-Fortsetzung bei T st :

q q q qam
T)= 2[T-T)= T = :
(o= Jem-n{ Sm=sp 53

Dies ist der Endzustand der [0,T]-Losung mit negativem Impuls (negativer
Geschwindigkeit).

Zur Zeit 2[T ist der Wert der [T, 2[T]-Fortsetzung

q 0 0
pJem={ S Je-ame| T =t 5
p -p - n0) p(0)
also gleich dem Startwert der [0,T]-LOsung mit negativem Impuls oder
S[Ee«zmj < Eﬁ Q(o)j _ ( q(O)J
p(20T) p(0)) s*=ia{ p(0)
|
Die angehaltene und mit negierten Impulsen (Geschwindigkeiten) fortgesetzte
Bewegung eines reflektionssymmetrischen Systems lauft (bei den vom System
erzeugten Kraften?!) in vorhersagbarer Zeit durch dieselben Orte mit negativen
Impulsen (Geschwindigkeiten) zurlck.

(Kann diese Impuls-Umkehr tatsachlich ausgefuhrt werden, so ist der weitere
Bewegungsablauf also aus dem vorherigen Bewegungsablauf vorhersagbar.)

Die drei Begriffe (ZS, SZR, ZR) stehen in folgendem Zusammenhang
Satz :
Schwache Zeit-Reversibilitat und Zeitsymmetrie = Zeit-Reversibilitat.
(d.h. genau die ZS-,SZR-Abbildungen sind zeitreversibel)
Denn aus

SHW(=t=))" o SW(+ 1) = idund (W(-t;))" = W(t;e) folgt STW(+te)o (SIW(+ 1)) = id.

%% Bei * wurde verwendet: T(p) = T(—p),also T'(p)=T' (- P - 1) oder -T'(p)=T'(-P.
! Bei elektrodynamischen Bewegungen in Anwesenheit eines Magnetfeldes (und also nicht
reflektionssymmetrischer Hamilton-Funktion) misste das Magnetfeld (durch auf3eren Eingriff!)
umgepolt werden, um den gleichen Rucklaufeffekt zu erzielen : Die Hamilton-Funktion bei

Anwesenheit eines Magnet Feldes H (q; p) ::%( p+ AQ) OM™{ p+ A Q)+ U Y (mit der

Rotations-Stammfunktion A(Q) zum Magnetfeld) wird reflektionssymmetrisch
(mitH (g, p) = H(g,— p)) erst dann, wenn mit p —» —p simultan A(Q) - — A( ¢ Ubergeht.

15
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Umgekehrt liefert SIW(+te)o (SW(+ 1)) = id zunachst®® W(-t;)o W(+t;s) =id (Zeit-
Symmetrie). Aus beiden Eigenschaften folgt dann SW(-te))™" o STW(+ t) = id.

Einfache Folgerungen® :
Vererbbarkeit aller Eigenschaften (ZS, SZR, ZR) bei n-fach Iteration :
Bei iterierter Anwendung einer beliebigen t-parametrisierten Abbildung vererben sich

die genannten Eigenschaften von W(t;s) auf die Iterierte W"(t;s). Z.B. fir n=2 :
W2(=t; W2(t;0)) = W(—tie) o W(—tie) o W(t;e) o W(tie) =id (ZS),
SV (-t S) = SW(-®W(-19=
= SIW(-t+)o SOSW(- t §=w?(;9) (SZR),

W(te) W(t;e)
SIW(L SW (1 q P)= SW(H)oW(i)o S(;oW(;t$=
=SW(te)o SOSW(#)o SW(;9)-W(;t §= id (ZR).

=id

Vererbarkeit der Eigenschaften (ZS,SZR,ZR) bei Verknupfung :
Die Eigenschaft SZR vererbt sich bei Verknupfung zweier beliebiger solcher
Abbildungen auf die Verknlpfung;
denn
SGPl(—t-)ol-lJz(—t-)o Ssziid( S]'IJl(_ t8)o( SLI’,z(_ ; tep= l'IJ1('|' oW 2(+ Y (SZR).

Wi (+t5e) Wi(+tse)

Eigenschaft ZS und ZR haben bei Zweifach-Verkniipfung diese Eigenschaft nicht®*.
Jedoch vererbt sich die Eigenschaft ZS und ZR bei symmetrischer Dreifach-
VerknlUpfung zweier beliebiger Abbildungen. (Dabei ist unter einer symmetrischen
Dreifach-Verkntpfung zweier Abbildungen ¥, und ¥, die Verknlpfung W,oW, oW,

zu verstehen®.);
denn
W, (—t;e) o W (—t;e) o W (—t;e) o W(t50) o W ((L50) o W (t;0) =..=1id (ZS)
und -
SIW,(te) o Wi(te) oW y(te)o S (o) oW (1) oW (1) =
= SIW,(t) o W (1) o SOSW,(#)o SW,(;)oW ()oW (;9=..= i(R).
Satz : -

Alle alle Eigenschaften (SZ, SZR, ZR) vererben sich bei Iteration und bei
symmetrischer Dreifach-Verknipfung.

2 pus STW(+te) o (STW(+ 1)) = idund W(—t)o (STW(=t+))o S= id folgt
STW(+t)o (STW(+ 1)) o W(- ) o ( SW(- #))o S id ick i also

W(+t;e) o SHW(+ o) o W(—1te)) o (SW(—;+)) = id und daraus W(+t;e) o W(-t;s) =id .
23 Erwahnung im Hinblick auf Kapitel 2.

24 auBer wenn die beiden Abbildungen vertauschen.

% Beachte: Bei einer symmetrischen Dreifach-Verknuipfung werden zwar drei Verkniipfungen
vorgenommen, jedoch nur von zwei Abbildungen : Eine Abbildung kommt dabei doppelt vor.

16
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Die Begriffe ZS, SZR, ZR, verdeutlicht am Beispiel des Flusses der Bewegung unter
1.
. q+ p+—=[1 . .
konstanter (Orts-unabhangiger) Kraft, also ®(t;q; p) = 2 . (Dies ist die
p+t

analytische Losung der Hamilton-Dgl mit zeitreversibler Hamilton-Funktion
2

H(q, p) :=%— g, also die "beschleunigte Bewegung im konstanten Kaftfeld") :

Zur Zeit-Symmetrie(ZS) des Flusses der obigen Bewegung
(stellvertretend fur den Fluss einer jeden Dgl, aber nicht jedes numerischen
Verfahrens, wenn gilt

O(-T; 0 B) =PHT, ¢ R) ):

Frage :
In welchem Zustand muss die Bewegung in der Vergangenheit —-T gewesen sein,

damit aus diesem Zustand nach +T Zeiteinheiten (also zur Gesamtzeit t =0) der
Zustand (q,; p,) erreicht wird ?

Antwort :
Im Zustand ®(T; q,; p,) , d.h. dem Zustand, der, wenn er bei t =0 mit (q,; p,)

gestartet wurde, zur Zeit T erreicht sein wird.
Im Beispiel :

Po
gegeber

ﬁ‘ y + py T+ (T

Pt T

Die Gleichung ®(-T; r;s) -:(%j hat die Losung

gesucht

=0T, 0 B) -

Zur schwachen Zeit-Reversibilitat(SZR) des Flusses der obigen Bewegung
(stellvertretend fur den Fluss einer jeden zeitreversiblen Hamilton-Dgl und aller
bekannten® numerischen Verfahren, wenn gilt

ST (q: RN=SPHFTg p ):

Frage :
Welcher Zustand (bei Start mit (q,;—p,)) wurde in der Vergangenheit —T erreicht?

Antwort :
Der Zustand, der (bei Start mit (q,;+p,)) zur Zeit +T erreicht sein wird, allerdings mit

negativem Impuls .

Im Beispiel :
o(Tiqi-py=| © MDD
P T
1, 1
= q°+p°Dr+EDT =S G QDT-FED-F =S®H+T g+ p
~(po +T) R+T

%% vgl. [LR,2005 S.87]
17
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Zur Zeit-Reversibilitat(ZR) des Flusses der obigen Bewegung
(stellvertretend fur den Fluss jeder zeitreversiblen Hamilton-Dgl und jedes
zeitreversiblen numerischen Verfahrens, wenn gilt
SO(T, SP(T g P=(g § ):
Aussage :
Mit (q,; p,) Startend, werde nach +T Zeiteinheiten der Zustand
®P(T;q,; p) =(qT); g T)erreicht. Aus dem veranderten (neuen) Start
(q(T); - p(T)) schreite nun die Bewegung um weitere +T Zeiteinheiten fort : Dann
wird zur Gesamtzeit 2[T der Zustand (q,;—p,) erreicht. Dies ist der

Ausgangszustand, aber mit negativem Impuls.
Im Beispiel :

1
(qoj Qo t+ poDr+_DT2 .
\_\_’L 2 ]

pO nachT Z p0+T

1 2 —_ ~
neue Startbedingungen : %+ R T+ ZDT —
_( Po +T) = 'p

(o +T)+T o

18

G+ po T+ g+ BT+ OF =( p+ JOT " " @07 :( % j

18
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Anschauliche Bedeutung der schwachen Zeit-Reversibilitdt und der Zeit-Reversibilitat

a) Schwache Zeit-Reversibilitat (in experimentell nicht realisierbarer Form) :

’ Fhasenraumkurye
mit Jeltangabe
lterierte Ausfihrung
Won PiAr)
t=1 Bewegung

...... mit Zeitangabe
t=0

qo;+po t=2

t=-1

schwach zeitreversible
Eewegung

Abbildung 1.1 : Veranschaulichung des Begriffes "schwach zeitreversibel”.
(..\EigeneDateien\EigeneBilder\schwachzeitreversibel.GIF)

Beide Bewegungen (schwarz) und die unphysikalische Bewegung (rot) erreichen zur
Zeit T denselben Endzustand e.

b) Zeit-Reversibilitat :

p

t=1
o T EBewegung mit
t= Feitagabe
00, +po =2

qo,-po

zetrewersible
Eewegung

Abbildung 1.2 : Veranschaulichung des Beriffes "zeitreversibel".
(..\EigeneDateien\EigeneBilder\zeitreversibel.GIF)

Die Bewegung (schwarz) und die Fortsetzung der Bewegung (griin) erreicht zur Zeit
2[T wieder den Anfangszustand e.
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7) Beispiel : Das N-Kérper System bei Paar-Abstands-Potentialen
(mit einer additiv aufgeteilten, reflektionssymmetrischen Hamilton-Funktion)

Die Hamilton-Funktion fir N Kérper mit Einheits-Massen m;=1, (i=1,...,N), welche sich
in paarweise abstandsbedingten Potentialen ¢(r) bewegen, hat eine mechanische

Hamilton-Funktion :

H(C i Oyi B ) =2 ZdDwZ(ZMIq all).

i=1 ja+1
Diese mechanische Hamilton-Funktion |st additiv aufgeteilt®’

N
in die nur vom Impuls abhangige kinetische Energie T(p;;..; m):%z d Op
i=1
und
N-1 N
in die nur vom Ort abhangige potentielle Energie V(q;..; %):Z (Z #(la-q 1))
i=1 j=+1
Diese Hamilton-Funktion ist auch reflektionssymmetrisch, da
T(R- A)=TE RS- R

Far die einzelnen Orte ¢ (t) und Impulse p (t) ergibt sich also als zugehdoriges
Hamilton-Dgl-System

d

pris M=n

d (i=1.,N).

G PO= =V, (q (95 g, (1)

Unter Beachtung der konkreten potentiellen Energie
N-1 N
V(g aq)=2 (2 #Ula=-q )
izl j=i+1
als Summe von ¢ -Potentialen, angewandt auf Paar-Abstande, ergibt sich :

iqm=nm,

(i=1.,N).
— IO.( ) = Z K; (a(9);.5 g (1)

Dabei bedeutet

F?(la®-q ®OID
K 1" =
i (& (D,-..a ()= (g (H- g (D)3 1a0-9 Ol

die vom Korper j auf den Kérper i ausgetbte Kraft : Sie wirkt langs der gemeinsamen
Verbindungslinie

q (t) —q; (1)

%" Jedoch haben dieses T und dieses V keine verschwindende Poisson-Klammer.
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und ist mit dem skalaren Faktor

fak  (9)=-2UA 0= O

Il ©)-q, Ol

zu versehen?®,

Fur das Newton-Potential
¢u(la-a ID=-llg-q If
ergeben sich die Faktoren

fak ; (#y) =-11g (- g (OI.

Fir das Lennard-Jones-Potential
du(la - D=lla-q [*- Zlh-q fi=
=((q-9) @g-g)°-20(a- )" M a- @)~
ergeben sich die Faktoren

fak ; (¢,) =128[(q() - q() " Da) - (P17 HC dt- AN 0.@)t- @))% .

?® Alle mechanischen Hamilton-Dgl-Systeme, deren Kraften ein Paar-Potential ¢(||¢, — ¢, ||)
zugrunde liegt, sind gleich aufgebaut: Sie unterscheiden sich nur durch diesen skalaren

Faktor fak ; (@)
21
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8) Systeme mit geometrischen, global parametrisierbaren Zwangsbedingungen

Ein Mehrteilchensystem (aus N Objekten) kann geometrischen Zwangsbedingungen
unterworfen sein, d.h. seine Orte g (t) kénnen sich nicht frei in der ganzen zur

Verfugung stehenden Ebene (oder im Raum) ausbreiten, sondern ihre
Bewegungsmaoglichkeit ist auf gewisse vorgegebene Bereiche beschrankt.

Die Bereiche sollen als Untermannigfaltigkeiten (m-viele Einschrdnkungen an die
Orte) durch Gleichungen der Form

g(q;-+q)=0 (i=1.m)
beschrieben werden kénnen.

Diese Bereiche sind durch ihre Starrheit fahig, Krafte beliebiger Starke in Richtung
der Senkrechten g' "(q;..;q,) zu erzeugen (d'Alembert-Prinzip).

Dabei stellt sich die variable Starke wahrend der Bewegung genau so ein, dass die
Bewegung der Kdrper auf den Untermannigfaltigkeiten stattfindet, d.h. zu der
aulReren Kraft treten noch Krafte hinzu, die von den Untermannigfaltigkeiten
ausgeubt werden.

Mit 9(9) = (g (9;.; g,(9)

ergibt sich ein Hamilton-Dgl-System (bei Anwesenheit von Zwangsbedingungen
unbekannter Starke A), erweitert um die Einschrankungsgleichungen. Die Starke A
muss sich gerade so einstellen, dass die Bewegung auf den Untermannigfaltigkeiten
stattfindet (Die Zwangsbedingungen mussen also Integrale der Bewegung werden.) :

d (qu T'"(p() j
dt{pt)) (~V'"(q®)-d " (qd)@)*
9(a()) =0

Es gibt folgende Mdglichkeiten, die unbekannten A zu bestimmen :

Die auftretenden Zwangskréfte wirken so, dass die geometrische Bedingung g(g) =0
wahrend der Bewegung q(t) eingehalten wird®. Dies ist erfillt, wenn die
Anfangswerte, der Start-Ort g,und die Start-Geschwindigkeit ¢, = M ™ [Jp,, die

geometrischen Vorgaben erfillen, und die Starke der bei der Bewegung
entstehenden Zwangskrafte A(q, p) so gesetzt wird, dass der dann

eingenommenene Ort g(t) auch weiterhin die geometrischen Vorgaben erflllt. D.h.
es muss gelten :

1. 9(g,)=0
2. 9(q)d"(R)=0
3. A(@,p)=(g(aOr™(pog (e~ " 0- « o7 POV ( ur d ) 'T( )p "T( )k

? Das ist ein Hamilton-Dgl-System, allerdings erzeugt von der (erweiterten) Hamilton-Funktion

gt (G P) = H(g p+A" Og

% Die geometrischen Zwangsbedingungen werden also Integrale der Bewegung.
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Die Bestimmung 3) folgt aus der Forderung

OE%Q(Q(D): g (AN 9x o h+ g( ¢ HOGY,
und dann dem Einsetzen von
a =T"(pY), q)=TT(EYPOE)= T KNI V'( ¢0- 9'( aPR)
(aus den Bewegungsgleichungen)
sowie schlieBlich dem Auflésen®! der Geichung nach A.

2

Dann gilt namlich g(q(t),-, :O,% ()=, = 0,% g(a( )= 0, also g(q(t)) =0.

Mit den so gesetzten Starken der Zwangskréfte entsteht ein (AufRerlich von den
Zwangsbedingungen g(q(t)) =0 befreites) Dgl-System

d (q(t)j :[ T (p(Y) j
dtp(t)) \-V'"T(a)- g (AYDA(d, 1))

Zusammengefasst :

Richtung und Starke der (von der Geometrie ausgetbten) Zwangskrafte lassen sich
in Abhangigkeit von der Bewegung bestimmen. Es kann ein entsprechendes
geschlossenes Dgl-System aufgestellt werden, dessen rechte Seite allein von den
BewegungsgrofRen abhangt.

Aus der Form A(q, p) (quadratische Abhangigkeit von p) folgt, dass bei reflektions-

symmetrischer Hamilton-Funktion, also einer zeitreversiblen Hamilton-Dgl, die
erweiterte rechte Seite des Dgl-Systems weiterhin zeitreversibel bleibt.

Eine andere (gunstigere) Mdglichkeit, eine sogar Dimensions-reduzierte Hamilton-
Dgl zu erhalten, besteht bei global parameterisierbaren Zwangsbedingungen, d.h.
wenn die (einfachen) geometrischen Zwangsbedingungen

My ={(; )| o ;s &) =0}
eine globale Parameterisierung besitzen :
Es gibt also ein
G:R™ - R™ mit QUR™ - G(Q IR, so dass g(G(Q)=0 OQIR".
Die Variablen Q — jetzt keinem Zwang mehr unterworfen — heil3en generalisierte
Koordinaten.

%! Die Auflésbarkeit nach A verlangt nur, dass g'(Q) maximalen Rang auf den eingeschrankten Orten
g(qg) =0 hat (d.h. dort jeweils lokal parametrisierbar ist), nicht aber, dass eine globale
Parametrisierung existiert (s.u.).
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In diesem Fall ist der Ubergang auf ein neues Hamilton-Dgl-System in den
generalisierten Koordinaten (mit reduzierten Freiheitsgraden) moglich, und zwar :

Gegeben sei eine Hamilton-Funktion H (g, p) und global parameterisierbare
Zwangsbedingungen g(q) =0. Istdann G diese globale Parameterisierung (so dass
also gilt g(G(Q) =0 fur QOR™ ), so wird gesetzt :
q:=G(Q), 22
p=G(QUG(QUG(Q)™OF
und damit eine transformierte Hamilton-Funktion
vansH (Q; P):= H(G(Q; G(QU G'(QUE Q'O P

in den generalisierten Koordinaten Q, P erzeugt.

Ist nun (Q(t); P(t)) eine LOsung der (aus der transformierten Hamilton-Funktion
H (Q, P) *) hervorgehenden Hamilton-Dgl,

Q|_ TP (=
(F')J_‘]QransH (QI P) (_(

trans

trans H -II;(Q’ P) )
“trans H E(Ql P) ,
So ist

(q(t)j .:( G(Q(D) j
p()) (G(ANHUGT(QAYNOG( @) OR Y
eine Losung des mit der Hamilton-Funktion ,....H(d; p) = H(g P+A" d Q gebildeten

Hamilton-Dgl-Systems, welche zuséatzlich noch die Zwangsbedingungen erfiillt, d.h.
es gilt auch noch

a(q(1) =0.

Man erhalt also durch Betrachtung eines Mehrteilchensystems mit transformierter
Hamilton-Funktion nach Rucktransformation Lésungen des Mehrteilchensystems,
welche sich auf den vorgegebenen Untermannigfaltigkeiten bewegen.

Zusammengefasst

Es genlgt also bei global parametrisierbaren Zwangsbedingungen, eine (auf
generalisierte Koordinaten) transformierte Hamilton-Funktion zu bilden und die
Bewegung des (in seinen Freiheitsgraden reduzierten) mechanischen Systems unter
Annahme der transformierten Hamilton-Funktion zu betrachten.

%2 Die generalisierten Impulse transformieren sich (bei vorgegebener Orts-Transformation) auf diese
Weise:d.h. :==G(Q = p=G(QU G (QUF Q'IUR G 'O .
%% Die transformierte Hamilton-Funktion H (Q, P) behalti.a. nicht die Eigenschaft der additiven

Zerlegbarkeit (auRer bei linearem T(Q)), die Reflektions-Symmetrie bleibt jedoch immer erhalten.

trans
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9) Zwei Kdrper in einem T-Rohr als Beispiel
eines mechanischen Systems mit global auflésbaren Zwangsbedingungen

Mit den zwei Einheitsvektoren der Ebene

~{o)e=(y

und den ebenen Orten und Impulsen

q OR?, pOR?* (i=1,2)
beschreibt die Hamilton-Funktion
! ), [ £ 13 1 1
MGG py p)= iRy BB +—ZZ( + 7))
2m  2m |lq-qll 23 ¥ @Ug) * (BO(a g£11
ein mechanisches 2-Korper System mit einer Gravitationskraft zwischen den Kdrpern
und einer durch die Geometrie bedingten Kraft, die verhindert, dass die Kdrper den
Rand des Rechtecks [-1,1]x[0.1,2.1] Uberwinden kdnnen.

Dazu kommen die Zwangsbedingungen

R | :[OJ
9(q; @) {ef[bj ol

Sie beschranken die Bewegung von m auf die x-Achse und die Bewegung von m,
auf die y-Achse innerhalb des Rechtecks.

Da der Rand des Rechtecks nicht iberwunden werden kann — es findet dort weiche
Impuls-Umkehr statt —, ist die Bewegung der Masse m auf die x-Achse zwischen -1
und +1 beschrankt und die Bewegung der Masse m, auf die y-Achse zwischen 0.1
und 2.1.

Zwischen den Massen m und m, herrscht ein abstandsbedingtes Newton-Potential

(d.h. eine Paar-Kraft des Betrages 1/Abstand?, von der allerdings nur, durch die
Geometrie bedingt, fir m der Anteil in Richtung x-Achse, fir m,der Anteil in

Richtung y-Achse wirksam werden kann). Durch die Zwangsbedingungen wird
sichergestellt, dass (auch bei anziehender Kraft) die Kérper nicht kollidieren.

Die Kraft ist bei £ =+1 anziehend, bei £ =-1 abstofRend.
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Gravitations-
Kraft

I
1

Abbildung 1.3 :

Die T-Rohr-Anordnung.

(..\EigeneDateien\EigeneBilder\TRohr.GIF)
(Die Breite der Korper wird hier als vernachlassigbar angesehen.)

Das Hamilton-Dgl-System (unter Zwangsbedingungen) fir die 4 Grél3en
g()OR?, p(HOR* (i=1,2) lautet :

1
(1) = p,(1) 3=
40 =05
6,0 = p,()E-
m,

() = (a() - q(9) O

NP ()

¢ q()- g1

b, (1) = (a,() - () B— 2

e )
llo, ®©)-a () If

g Lo, (t)

€Oy

D —
*S& @0(q(- eaL1j )

e & Ha()-elD

low - ) IF

mit den Zwangsbedingungen

Mit der Wahl** von

- 603 T 2\2
1-(e (1))

e m(h=0
e () =0

—£

A (0 1), B
A (g, |o)-—(_1 OjEﬂq ) G——r

% Berechnet nach Formel 3) auf Seite 22.

llo, -, If

26

(1- (€ T q(9- e@M.1ff

e Hq(h-el.1)

1- (€ Qq()-e@d.1)Y ¥
e (1)
(1- (e Cop(1)*)°
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entsteht ein (von Zwangsbedingungen befreites) Dgl-System :

1
(1) = p, (1) 3=
G.(1) IOl()ml

6(t) = py() B
m,

o » )
)= - g()E -

P =& E8 L0~ 40N o @ € D OF F
=eXE U g()- qp— & - (@O-&lD

la®)-a®F @ € O (t)y g1

Die globale Parametrisierung G:RR? — R*der Form :

. — qm} . 22-2
G(Q; = , X OR
(QQ) (ez[Qz (Q Q)
(mit
A [ € E/Q _(Oj
G(Q: - =
9(G(Q; Q) [%TEQEQJ 0 )
erlaubt die transformierte Hamilton-Funktion®®
P2 p? E 1 1 1 1
H(Q;Q; R B)=—4 2~ —53 NP PR
s Q0 R ) = 5ty "2tm, Tle0Q- e0QIl 2F & 2% (@ LD

herzustellen und daraus das Hamilton-Dgl-System fir die 4 skalaren Grol3en
Q) OR', P(YOR* (i=1,2) abzuleiten :

QM =R()E-
m

O, () = R(HE-
m,

P(t) - _ EEQl(t) _ Ql(t)
T @O+ (- Q)
|:')2(t):_ £Q,(1) _ Q(H)-1.1

QO+ A-(Q(H-1.17)

Die hier auftretenden wirksamen Krafte entsprechen der Anschauung :

Von der gesamten Gravitations-Kraft (mit der Gré3e 1/Abstand? langs der
Verbindungslinie der Massen wirkend) wird bei der einzelnen Masse nur der Anteil
wirksam, der in Richtung ihrer durch die Geometrie bedingten Bewegungsmaoglichkeit
(also in Richtung x-Achse bzw. y-Achse) zeigt.

% Die Auswertung von p:=G'(Q G "(Q OG( Q)™ IF ergibt die Impulstransformation p = P.
Die additive Zerlegbarkeit von H (Q; p) bleibt (bei der hier verwendeten) linearen Transformation

G auch fir . H (Q; P) erhalten.
27
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Von den Kréften, die eine Bewegungsbegrenzung auf das Rechteck bewirken, bleibt
fur die Masse m bzw. m, nur der Anteil wirksam, der sie auf das Intervall [-1,1] bzw

[0.1,2.1] beschréankt.
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Kapitel 2

Numerische Methoden fur Hamilton-Systeme
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Uberblick

Numerische Methoden flr Hamilton-Systeme

Ausgang : Ziel :
Euler-Verfahren EulerA-Verfahren EulerA°EulerB=: StV
EulerB-Verfahren Stormer-Verlet-Verfahren  StV4-Verfahren
Y y y y

(qmlj::(qnj_'_(lvl_l[pnju“
Pria P, _V'T(qq)
(qn+lj_:(qnj+( M_lu)n ]mt
Pra) \P) (-V'7(a)

bzw.
-1
(qnﬂj ::(qn}r(wl ,TEp”“j -
pn+]_ pn _V (q,,')
P = B =V T(q)AY2
(QJ [ G+M*Op, Bt
Prt P — V' () AL/ 2

Vgl. Nachtrag S.53

Ein At-Schritt
besteht

aus drei StV-
Schritten mit je
passenden
Schrittweiten
(vgl. S.54)
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Numerische Methoden flr Hamilton-Systeme

Aufbau

Vorbemerkungen

1) Das Euler-Verfahren, Eigenschaften

2) a) Auswirkungen der Symplektizitat eines numerischen Verfahrens
b) Auswirkungen der Zeit-Reversibilitdt eines numerischen Verfahrens
c) Auswirkung der Symplektizitdt und der Zeit-Reversibilitdt auf die Energie

3) Das EulerA- und EulerB-Verfahren, Eigenschaften, Verknipfung

4) Das Stormer-Verlet-Verfahren als Verknupfung EulerA°EulerB, Eigenschaften

5) Symmetrische Dreifach-Verknipfung von Stérmer-Verlet-Schritten zur
Erzeugung eines Verfahrens vierter Ordnung, Eigenschaften

6) Zusammenfassende Ubersicht der vorgestellten Verfahren mit ihren
wesentlichen Eigenschaften

Ziel :
Ein explizites, symplektisches, zeitreversibles numerisches Verfahren 4. Ordnung

Hamilton-Dgl-Systeme konnen analytisch nur flr einige Spezialfalle gelost werden
(u.z. fur ¢(r):=r°"? d.h. freie (kraftlose) Bewegung, freier Fall (Bewegung im

konstanten Kraftfeld), Kette harmonischer Oszillatoren). Die restlichen
Bewegungsgleichungen kdnnen nur durch numerische Verfahren (approximativ)
gel6st werden.

Fur das numerische (ndherungsweise) Lésen von Dgln hat das Runge-Kutta-
Verfahren (4. Ordnung) eine gewisse Bedeutung und Verbreitung. Allerdings ist die
Methode nicht symplektisch (im Sinne von langzeitstabil) und auch nicht - hinsichtlich
einer Anwendung des Rucklaufens - zeitreversibel.

Es soll ein vergleichbares numerisches Verfahren 4. Ordnung angegeben werden,
das beide Eigenschaften besitzt.

Mit der konkreten (bei mechanischen Systemen ublichen) kinetischen Energie
N

1 1
T(p:... == Y OpE—
(P A ZD;n pm

oder (in Kurzform, wenn durch
M =diag(m,.., m)x |,
eine symmetrisch, positiv definite Massen(diagonal)matrix definiert wird)

T(p) =%DpT M~ Op
soll im Folgenden die additiv aufgeteilte, reflektionssymmetrische Hamilton-Funktion
H( =509 M Tpr

betrachtet werden, um fir die zugehdrige Hamilton-Dgl numerische Verfahren
anzugeben, die den Fluss / die Losungen moglichst gut approximieren.
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Die Form der potentiellen Energie V(q) wird nicht konkretisiert, da sie vom jeweilig
betrachteten Mehrteilchensystem abhé&ngt (vgl. Beispiele S.21).

Mit dieser speziellen kinetischen Energie lautet das vorgelegte Hamilton-Dgl-System
d 4
—q(t)=M t
o q(t) Cp(Y)

d oy it
ap(t)— ViE(AD)

Die numerische approximative Losung der Anfangswertaufgabe fir dieses
zweigeteilte Hamilton-Dgl-Systems mit Anfangswerten

a(t) = G
p(t) = Py

besteht darin, mittels einer einfachen Vorschrift zu diskreten Zeiten
t,,t, =t, +At,t, =t,+At,... aus dem gegebenen Anfangswert (q,; p,) =(q(t); A(t)) eine

Naherung (q;; p) von (q(t); p(t)) zu berechnen, dann aus (q; p,) einen Wert
(0,; p,) zu berechnen als Naherung von (q(t,); p(t,)), usw.

Diese iterative Erzeugung Vorwert - Nachwert kann mit einem Computer gunstig
ausgefihrt werden.

Bemerkung :
Sowie der Fluss ®(At;s) der Dgl. die exakten Werte (q(t,); p(t,)) = (P(Ate)"(q; p) zu

den diskreten Zeiten t, = n[At durch Iteration erzeugt, so liefert die numerische

Vorschrift W(At;») die Naherungswerte (q,; p,) = (¥ (At+))"(q; p) durch wiederholte
Anwendung von W(At:s)?!,

Generelle Bemerkung zu numerischen Verfahren :

Der (eindeutig bestimmte) Fluss einer Hamilton-Dgl zur reflektionssysmmetrischen
Hamilton-Funktion besitzt immer die (in den mathematischen Grundlagen
beschriebenen) Eigenschaften der Symplektizitat und der Zeit-Reversibilitat.
Numerische Verfahren, wenn sie Uberhaupt als Approximation des Flusses
betrachtet werden kdnnen, haben diese Eigenschaften i.a. nur ndherungsweise, aber
i.a. nicht exakt. Fur eine stabile Verfolgung der Lésung Uber viele tausend Schritte
erweist es sich als vorteilhaft, wenn das numerische Verfahren maoglichst viele
Eigenschaften des Flusses exakt’ besitzt.

Die Notwendigkeit der Zeit-Reversibilitat des numerischen Verfahrens zum Erreichen
der Rucklauf-Eigenschaft wurde schon erwahnt; fur den praktischen Nutzen der
Symplektizitdt des numerischen Verfahrens s. Abb. 2.2, 2.3 S.38.

In diesem Sinne ist es notwendig, bekannte numerische Verfahren auf diese
Eigenschaften hin zu Uberprifen und diese entsprechend zu verandern.

! War eine Flussabbildung ®(t;s) eine mehr oder weniger abstrakte Definition, so ist im Gegensatz

dazu ihre numerische Approximation W(At;) eine Abbildung mit konkreten Zahlenwerten.

% Exakt im mathematischen Sinn; bei der praktischen Ausfithrung der Verfahren auf Computern heif3t
das : bis auf Maschinen-Genauigkeit.
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1) Das Euler-Verfahren, Eigenschaften

Eine einfache numerische Vorschrift ist das Euler-Verfahren :

qn+1 Euler qn q’l M N [pn
= PEUer (At = [A =0,1,.. (Euler)
e Q)R o oo m

Dieses Verfahren ist explizit (d.h. es benétigt zur Bestimmung Vorwert->Nachwert
keine numerische Ldsung eines Gleichungssystems), nicht symplektisch, schwach
zeitreversibel, aber nicht zeitsymmetrisch und deshalb (vgl. Satz S.15) nicht
zeitreversibel und hat die Ordnung 1.

a) Nicht-Symplektizitat des Euler-Verfahrens :

ler + M ™ [p[At
WEE (At g p) = ,TEp
p-V' (o)At
hat als 1. Variation

I M ' [t
kPEuIer At, : - '
(Wa™ (A6 q p) (—V'T'(q)DXt | ]

also
(W™ (At g p) "TDOWE™ (At g P) =

_ | -V 'TT(q) (At EEO |j | M™At)
Mt | -1 o){~VvT(@m’t | )

{v T(At-V' TRt 1+V' T T(gOM A 12] _

MLV T(QRAE-1  -MTUAt+ M A
-1 1T T
0 M) ) ey
M7V 7(q) 0

(unter Beachtung der Symmetrie von : V'™(q) =V' "' "(q) ).

b) Schwache Zeit-Reversibilitat des Euler-Verfahrens :

Fir das Euler-Verfahren
Euler q M_ll:p
Wi (A g p) = (At
(At;q; p) (p]Jr(—V'T(q)J
- j{M_ m'p)jta—A =

p) L V(9

q l\/l_l[b q M_ll:p Euler
= S [At= A=Y A
(J* [EV'T(q)] (p]+((_w(@]) o (Atap
d.h.

das Euler-Verfahren ist schwach zeitreversibel bei dem vorgelegten Dgl-System.

gilt dann:

SWR™(-At ST g P)= SW(-Atmr p= Eﬂ[
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c) Das Euler-Verfahren ist nicht zeitsymmetrisch :

Euler /__ A¢. Euler P, = Eulerf_ A + q+M_1|:pmt -
WR (-0t W (+At 6, p) = WS (At,(p_V,T(MJ)
:(q+M—Tl[pmtj+[|\/|‘lT[qp—\/Tl(C)ijEq_At)

p-V (@) -V (gq- M OpA)

:(qj+( M~V (o) At Jmm(qj
p) \V''(q+ M7 CpA)-V (9 p

d) Als Folgerung (nach Satz S.15) :

Das Euler-Verfahren ist (wegen mangelnder Zeit-Symmetrie) auch nicht
zeitreversibel.

Oder explizit gerechnet :

Das Euler-Verfahren ist nicht zeitreversibel :

SWE'™ (At SWE™(At q P) =
=SBLIJE”'er(At(I Oj[Eq+M‘lEpmtj:
0 -I){ p-V'T(gt
q+ M_lEpmtj):
-p+V' (g [At
:S[Eqﬂvrltpmw M- p+VT(qmpmtj:
-p+V' T (At-V (ot MTOPA YAt
:S[E q+ M1V (AL j:
-p+(V'(Q-V (gt MTOpA )AL

(o)l vrca) 25
p) \V'T(g+ M OpAY)-VT(9 p

e) Approximationsordnung des Euler-Verfahrens hinsichtlich des lokalen Fehlers
lokFeye (AL, G, )= WE (AL G P-®, (At q P :

= SB‘PEUler(At(

Bezeichnet
®,, (At;q; p) die exakte Losung der AWA i(q(t)] :( M~ Cp(t) j [q(O)j :( qj
dt p(t)) (-V'"(a(D) p(0)) \p
und ist

-1
WL (At p)=(qJ+( M,Ttpjmt
p) (V' (9
das Euler-Verfahren, so hat der lokale Fehler als Funktion von At (g, p sind fest) die
Form :

q), (M7
lokF,,, (At) = (At-d, (At g p).
OKFgyr (A1) (p}(_vﬂ(q)j (At; g, p)

Die Auswertung der Taylorentwicklung des lokalen Fehlers nach At-Potenzen an der
Stelle At=0
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lokFe,,, (At) := Z—(|OkFEu|er(At))(”)|m=0 [(At"

n=0 n!
ergibt :

st (335 w22 32

d.h. der lokale Fehler des Euler-Verfahrens ist

”IOkFEuIer (At) H: O @tz )l
so dass das Euler-Verfahren die Ordnung 1 hat.

Damit besitzt das Euler-Verfahren WE"*"(At;+) nicht die (fur die Langzeit-

Approximation wesentliche) Symplektizitat) und auch nicht die (fir die
Ruckrechenbarkeit bei weiterer Vorwartsrechnung wesentliche) Zeit-Reversibilitat.

Wunschzettel :

Es ware winschenswert, wenn ein numerisches Verfahren W, (At;e) (mit der
Schrittweite At) moglichst viele Eigenschaften der Flussabbildung ®,, (At;s) (zur Zeit
At) hatte, namlich Symplektizitat (und damit eine glinstige Langzeit-Approximation
des Flusses) und Zeit-Reversibilitat (Moglichkeit des Rucklaufs bei
Vorwartsrechnung).

2a) Auswirkungen der Symplektizitat eines numerischen Verfahrens

Ein Ergebnis aus der Theorie :

Betrachtet wird ein numerisches Einschritt-Verfahren W, (At;q; p) der Ordnung r,
angewendet auf eine (von einer Hamilton-Funktion H (q; p)) erzeugte Hamilton-Dgl.
Fir den lokalen Approximationsfehler (als Differenz zwischen W, (At;g; p) und dem
(exakten) Fluss &, (At;q; p)) gilt also

W, @t;q; p)-®, Qt;q; p)[F OQt™)
Dann folgt (als Ergebnis der "Forward Error Analysis") fur den (bei Iteration
entstehenden) globalen Fehler eines lblichem (nicht symplektischen numerischen)
Verfahrens :
1w}, @t:q; p)=®,, (NAL G Pl KIE™* ~ 1A t
mit gewissen Konstanten K, L (exponentielles Auseinanderlaufen von numerisch
errechneten Phasenraumpunkten und der Dgl-Lsung).

Wegen des Faktors K [@"™" kann eine gunstige Approximation nur fiir (relativ kurze)
Zeiten T = n[At garantiert werden.

Eine Erh6hung der Approximationsordnung r andert daran nur wenig [LR,2005
S.17,21].
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Ist das numerische Verfahren W, (At;qg; p) der Ordnung r zusatzlich symplektisch,

so gilt (als Ergebnis der "Backward Error Analysis") [LR,2005 S.114-124],
insbesondere [HL,1997], [HLW,2002], [McQ,2006] und [BCM,2008] :

a) Das numerische symplektische Verfahren W, (At;q; p) der Ordnung r l&sst sich
durch den (symplektischen) Fluss @ (At;q; p) einer Hamilton-Dgl, erzeugt von einer
modifizierten benachbarten Hamilton-Funktion der Form

H(Atg; p):= H(g p+AtOH,.(q p+.+AT70OH (q P,
"exponentiell klein" approximieren, d.h. es gilt eine Abschatzung®

4
I¥, @t;q;p)-®; At;q; p) [ dA et
Daraus ergibt sich (bei Iteration) die Fehlerabschatzung

-y
|WH (At;g; p) - P (AL g P K E™ -1)0e!
(mit gewissen Konstanten ¢, K, L,y).

D.h. Fiur lange Zeiten T = n[At mit T< Y _ der Ausdruck —/— ist grof3,
At At L

da At im Nenner steht — folgt das numerische Verfahren (fast) der Projektion einer

Hoéhenlinie einer benachbarten Hamilton-Funktion H (At;q; p) (vgl.Abbildung 2.1,

S.37).

b) Die Beziehung zwischen Ausgangs-Hamilton-Funktion H(qg; p) und der
modifizierten Hamilton-Funktion H (At;q; p)

IH @;p)- H@t g p)IF oat)
bedeutet nach der Stérungstheorie fir (fast-)integrable Hamilton-Dgln, dass auch die
entsprechenden Flisse @, (t;q; p) und ®(t;q; p) fur lange Zeiten benachbart
bleiben [LR,2005 S.123] und [HLW,2002].

c) Damit ergibt sich (bei (fast-)integrablen Hamilton-Dgln) ein glnstiges
Fehlerverhalten des numerischen symplektischen Verfahrens W, (At;q; p) in Bezug
auf den Fluss &, (t;q; p) in der Form

-y
W} @t;q; p)- @y, (NAL; 0 p) ||~ KOE™™ - 10¢,
welches flr obige Zeiten T gultig bleibt.

Die Eigenschaft der Symplektizitat eines numerischen Verfahrens garantiert also,
dass die numerisch erzeugten Phasenraumpunkte der exakten Phasenraumkurve
lange gut folgen, indem beide langs der Projektion von H6henlinien benachbarter
Hamilton-Funktionen fortschreiten®. (Glinstige Langzeit-Approximation der
Phasenraumkurve bei Wahl eines symplektischen numerischen Verfahrens.)

® Wegen der Divergenz der I-_|(At; g; p)) definierenden Reihe kann nicht mit einem Grenzwert
argumentiert werden.

* Die Phasenraumpunkte schreiten ungefahr langs der Projektion der H -Hohenlinien voran, die
wahre Phasenraumkurve schreitet exakt langs der Projektion der H -Héhenlinien voran.
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Anschauung :
(Konkrete Auswirkung der Wahl eines symplektischen numerischen Verfahrens fur
die Langzeit-Approximation)

Allgemein :

Zur Existenz einer benachbarten Hamilton-Funktion :

Abbildung 2.1 : Ho6henlinien benachbarter Hamilton-Funktionen.
(...\Eig.Bilder\HOhenlinien.GIF)
Projektion der Hohenlinien einer Hamilton-Funktion H(q; p) = cons, denen die

Losung exakt folgt (rot)
und

Projektion der Hohenlinien einer O(At") -benachbarten Hamilton-Funktion
H (At; g; p) = cons), denen die Werte des numerischen symplektischen Verfahrens
(lange ungefahr) folgen (schwarz).

Ein konkretes Beispiel : Der Lennard-Jones-Oszillator

Vergleich der konkreten Werte eines nicht-symplektischen numerischen Verfahrens
mit den Werten eines symplektischen numerischen Verfahrens bei der Berechnung
eines Umlaufs (Hin- und Herbewegung), wenn zwischen dem festen Ursprung und
einem sich auf einer Geraden bewegenden Punkt die Paar-Kraft aus einem Lennard-
Jones-Potential wirkt :
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a) NICHT-SYMPLEKTISCHES Euler-Verfahren :
Bewegung im Lennard-Jones Potential 2.325 sec
Euler-Yerfahren mit Schrittweite 0.001
ofrot) Anfang, ofgrin) Ende
' . . ! ! ! ! !

o
i

v [Geschwindigket)
[}

0.5

15 i i | | | | |
0.8 na 1 1.1 1.2 1.3 1.4 145 16
g (On)

Abbildung 2.2 :  Umlauf bei nicht-symplektischem Euler-Verfahren.
(work\1body\EulerLJ.bmp)
b) SYMPLEKTISCHES EulerA-Verfahren :

Bewegung im Lennard-Jones Potential 2.33 sec
symplektisches EulerA-Verfahren mit Schw. 0.01
afrat) Anfang, algrin) Ende
e . . ! ! ! ! !

v [Geschwindigket)
[}
! i

=
i

08 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6
q (Crt)

Abbildung 2.3 :  Umlauf bei symplektischem EulerA-Verfahren.
(work\1body\EulerALJ.bmp)

Beachte: Die qualitativ bessere numerische Approximation mit einem symplektischen
Verfahren (trotz 10-fach gréf3erer Schrittweite 0.01 in b) statt 0.001 in a) ).

Auch bei langeren Zeiten verlasst b) nicht seine Losungskurve, wahrend a)
spiralférmig auseinanderlauft.
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2b) Auswirkungen der Zeit-Reversibilitdt eines numerischen Verfahrens

Das EulerA-Verfahren (s.u.) erweist sich zwar als symplektisch (d.h. die von ihm
produzierten Werte verbleiben nahe der physikalischen Bewegung = Lésung der
Hamilton-Dgl), aber dieses Verfahren ist nicht exakt zeitreversibel : Es kehrt nach
Impuls-Umkehr und Weiter-Rechnung nicht wieder exakt in den Anfangszustand (mit
negativ genommenem Impuls) zurick.

Beispiel :
Die Bewegung des Lennard-Jones-Oszillators, beginnend bei (g, =1.5; p, = 0) und
berechnet nach dem EulerA-Verfahren, wird nach 100 Schritten gestoppt. Dann wird

die Bewegung mit negativem (erreichten) Impuls weitere 100 Schritte nach dem
EulerA-Verfahren fortgesetzt :

Es wird (q=1.3356;p=- 0.3426 erreicht, aber nicht (g, =1.5;p, =-0)

“orLauf und RickLauf im Lennard-Jones Potential je 1.15 sec
MICHT zeit-reversibles Eulerd-Yerfahren mit Schw. 0.01
Das Eulerd-erfahren lauft MICHT in den Startwert zurlck
1.5 T T T T T

Start

= 0.5 8 Ricklauf F----------- e beonmoooT FRRREREEEES booemnoies —
o : : : :

o

.o '

E nicht Star-t
R | i GGhGERREEEEY EUEEPRIY MY P EPREES BT EEPELRRREE )
[}

o

i)

2, Ende

=

D5 “worlauf L

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Abbildung 2.4 : Rucklauf bei nicht zeitreversiblem EulerA-Verfahren.
(work\1body\EulerALJZeitRev.bmp)
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Als ein Vergleich das zeitreversible StV4-Verfahren (mit exakter® Riickkehr)
“orLauf und RickLauf im Lennard-Jones Potential je 1.15 sec
zeit-reversibles Stvd-Yarfahren mit Schw. 0.01
Das stvid-erfahren [auft in den Starbwert zuriick
'= ! ! ! ! !
N SRS S eSS SR S i
Start : : :
= [0&&-Ricklaof e R e S S
o ' '
i 1
= .
=]
E 1 1 1 1 1
L S ol e M b
2 i i i i ' Start
& Ende Yorlauf
= 0.5 vorauf . =
: Ende
Ricklaul
I [ L
. | | | | |
0.9 1 1.1 1.2 13 1.4 15

Abbildung 2.5 : Rucklauf bei zeitreversiblem StV4-Verfahren.
(work\1body\StV4LJZeitRev.bmp)

Bemerkung :

Symplektizitdt und Zeit-Reversiblitat sind zwei verschiedene Eigenschaften, die ein

40

numerisches Verfahren je einzeln haben oder nicht haben kann. Gesucht ist naturlich
ein numerisches Verfahren, welches beide Eigenschaften besitzt, wie z.B. die

Verknipfung von EulerA°EulerB-Verfahren (= Stérmer -Verlet-Verfahren), s. S.51
oder noch besser (wegen der hoheren Approximationsordnung) das StV4-Verfahren,

s. S.54.

® bis auf Maschinen-Genauigkeit.
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2c) Auswirkungen von Symplektizitat und Zeit-Reversibilitdt auf den Energie-Verlauf

Obwohl kein numerisches Verfahren die exakte zeitunabhangige Konstanz der
Hamilton-Funktion (Erhalt der Gesamtenergie) liefern kann®, so zeigen sich doch
beachtliche Unterschiede bezuglich numerischer Verfahren (ohne und mit diesen
Eigenschaften) hinsichtlich der Approximationsgute des zeitlichen Verlaufes der
Hamilton-Funktion (Gesamtenergie).

Beispiel :
Fur den zeitlichen Verlauf der Hamilton-Funktion (Gesamtenergie) des Lennard-
Jones-Oszillators
H(@G(D). PO) == PO+ (o ~—5)
2 a®®  a@°
langs der exakten Trajektorie mit Startwerten q(0)=1.5,p(0)= C, gilt
H (q(t), p(t)) = consf } =-0.16787564.

Der zeitliche Energie-Verlauf auf der (geschlossenen) Trajektorie wahrend eines
Umlaufes, berechnet nach dem bekannten Runge-Kutta-Verfahren (4.0rdnung), ist

Energieverlauf je Umlauf im Lenard-Jones Potential
Energietehler zwischen Anfang-Ende :-6.0366e-011
Methode: Runge-kutta Verfahren (4. Ordnung)

-0.1679 | : : :
BT[] S L A — R —— A -

5 i i i i

& 0BT oo joeemmmeeeneaes | frormmnmmnees hoeeemnnenees .

=) ! ! ! !

BRI NL-ri-] SRR fumeeeeeeeeeas T SR do . -

= i i : :

SN[ R S R T R F S .

= 1 1 1 1

o : : : :

= -0.1679 : e A .

= ; : ' :

T :

B 11679 |- --memem e onb b oo .

a 1

= 1

L : : : :

ER S <= ] SO . A S T o .

= ' 1 '

= ' S I S S

I =7 e L EETeE -

-0.1679
a 1500 2000 2500

tin millisec

Abbildung 2.6 : Energieverhalten bei nicht-symplektischem Runge-Kutta-Verfahren.
(work\1body\rk4energie.bmp)

Nach der Abweichung der numerisch berechneten Energie (blau) vom Sollwert (rot)
kehrt diese nicht mehr (exakt) zum Sollwert zurtck.

® Die Hamilton-Funktion ist exakt zeit-konstant nur auf den exakten Trajektorien (den exakten
Lésungen der zugehdrigen Hamilton-Dgl), nicht aber auf numerischen Naherungen.

Aber auch hier liefert die Theorie ein ahnlich glinstiges Langzeit-Verhalten bei Anwendung eines
symplektischen numerischen Verfahrens [LR,2005 S.121] und [HL,1997].
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Als Vergleich dazu : zeitlicher Energie-Verlauf wahrend eines Umlaufes, berechnet
nach dem symplektischen und zeitreversiblen Stérmer-Verlet-Verfahren (2.0rdnung)

Energieverlauf je Umlauf im Lenard-Jones Paotential
Energiefehler zwischen Anfang-Ende (4 .61568e-014
hethode: Starmer-erlet Werfahren (2. Ordnung)
01679 I I I I

01679 ﬁ ------------ -

DAB7G fremmmmmemm e de oo L I on e -

B [=ryc] SO L — A L —— A -
. ) o s S -

01679

01679

01679

nurm.Energieihlau) exakte Energie(rat)

01679

01679

-0.1679 ' ' ' '
1] S00 1000 1500 2000 2500
tin millisec

Abbildung 2.7 : Energie-Verhalten bei symplektischem und zeitrev. StV-Verfahren.
(work\1body\StVenergie.bmp)

Der Fehler ist jetzt nur noch 1/1000-tel gegentiber dem Runge-Kutta-Verfahren,
(obwohl das Stormer-Verlet-Verfahren nur von 2. Ordnung ist) und die Energie kehrt
nach Abweichung zum Sollwert (fast) zurick.

Bemerkung : Wird das StV4-Verfahren gewahlt, welches wie das Runge-Kutta-

Verfahren auch 4. Ordnung ist, so betragt der Fehler nur noch —3.747e-015, d.h.
Maschinen-Genauigkeit!
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3) Das EulerA- und EulerB-Verfahren, Eigenschaften, Verknipfung beider Verfahren

EulerA-Verfahren

Betrachte das asymmetrische EulerA-Verfahren :

-1
qn+1 - l-l—’ﬁu'erA(At; qn ) = q“ + N M E_pln At n= O,l, ..
Praa P, p.) \-V'(q,+ M [p,[AY

oder in der bei Iteration verwendeten Form
qn+1 — EulerA (an _[qﬂJ [ M_l[:pn ] _
=y (At )= + , (At n=0,1,.. (EulerA)
[pmj " P Lp) (V' T(Gh)
(Zur Bestimmung von p,,, wird also in -V'7(q,,,) =-V' (g, + M™*Op,[A ) der schon
bekannte Anteil g,,,des Nachwertes benutzt, d.h. (q,, p,) = (4.1 B) = (Grs By1) )

(Das EulerA-Verfahren gleicht einem Einzelschrittverfahren’, wahrend das
gewohnliche Euler-Verfahren einem Gesamtschrittverfahren ahnelt.

Das A-Verfahren ist auch einfacher zu programmieren, da Vorwert und Nachwert auf
einem Speicherplatz gehalten werden kdnnen.)

Das EulerA-Verfahren ist explizit, symplektisch, schwach zeitreversibel, aber nicht
zeitsymmetrisch und deshalb nicht zeitreversibel und hat die Ordnung 1.

a) Symplektizitat des EulerA-Verfahrens :
+M™1
WAt p) = arM thAt
p-V'T(g+ M OplA At
hat als 1. Variation
I M [t
l_IJEuIerA At, , l::
(WAt a, p) (—V'T'(Q)w |—V'T'(€q)[|vr1mt2]
mit
G:= g+ M OplAt.
Daraus ergibt sich

(LIJEuIerA(At; q1 p))r T[U mwﬁulerA(At q F))' —

(1 -V T'T(§) At [o |j | M At _
TIMtmt 1 -Mrtw @ e ) -1 o) (-vT(@mt 1-v (oM aE )

_ V(@) D=V (YAt I-VT(YOM™ A €+ VT T (QOM™ (At _
MV T(ERAC- 1+ MV TT(QRAE M- 1+VT(@QIM A DH (1- MV T T (YA HOM At

{5 o)

(wieder unter der Beachtung der Symmetrie von V'"'(q) =V'"''(0) ).
b) Schwache Zeit-Reversibilitat des EulerA-Verfahrens :

" d.h. schon berechnete Anteile werden bei der Berechnung der restlichen Anteile benutzt.
Fur eine andere Deutung des EulerA-Verfahrens vgl. S.45, Punkt f).
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Das EulerA-Verfahren lautet :

q M™p
WEeA AL g p) =] |+ [At .
o (LG ) (pj (—V'T(q+ M’lemt)j

Also gilt :

EulerA Euler, q M - Eﬂ_ p)
SIYEErA_A = GWEIEA_A it ] —At)) =
A At P &(—pj{—w(qw1Ea—p>m—m»]m )

z(qj_'_stﬁ I\/I_l_[p Jmtz[q]_i_( M_l?p JmtszUIerA(At q p
p V' (q+ M~ CplAY p) \-V'(aq+ M"OdA})

d.h.
das EulerA-Verfahren ist schwach zeitreversibel bei dem vorgelegten Dgl-System.

c) Das EulerA-Verfahren ist nicht zeitsymmetrisch :

EulerAs__ A+- Euler, . — Eulerdy _ A + q+M_1Epmt -

WAL WAL g, p) = W At'(p—V'T(q+ M"lemt)mJ)

=( q+ M~ [p[At H M p- V' (q+ M*OpR ) [) Jm_m
p-V'T(a+ M7 OpA§At) (-VT(gr M'OFA  M'[{ p- V(¢ M'O PR A J-A )

=(qj+( M V'T(q+ M Cplaf (At ]w#(q]
p) V' (g+ M7V T(g+ MTOpA YD) - VT(gr MDA ) p

d) Also ist das EulerA-Verfahren (wegen mangelnder Zeit-Symmetrie) auch nicht
zeitreversibel.

Oder explizit gerechnet :
Nicht zeitreversibel :

SljpﬁulerA(At SBP'EuIerA(At q p) -

=S|]PEUIGrA(At I 0 q+M_l|:pmt )=
4 0 -1 ) p=-V'T(gq+ MOpA YAt

-1

—p+V'(q+ M™ Opla (A
_g q+M™ pAt+ M (- p+V (gt M'OpA YA YAt _
-p+V'T(g+ M OpAY At-V (o MTOAA t+ M- pr V'( ¢ M*O pA A A HA

_s q+ MV T(g+ M pAY AL B
—-p+V' " (g+ MTOpAYAt-V (gt MTIVT( g M pA XA ) A

al, M™IV'T(g+ M CpAt) At Atz
p) (VT(g+M* V' (q+ M OpAY D) -V (g MOpA ) p

e) Approximationsordnung des EulerA-Verfahrens hinsichtlich des lokalen Fehlers
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loKFyera(At, 0, p) = WE" (At q Pp-P, (At q P :
Ist wieder

@, (At;q; p) die exakte Losung der AWA i(q(t)J :[ M ‘i[p(t) j , (q(O)j = [ qj
dt\ p(t)) V"' (1) p(0)) (p

und ist
-1
WEA(AL; g; p) = 9. M ?p [At
p) (-V'T(g+ M OpAY)

das EulerA-Verfahren, so gilt fir den lokalen Fehler als Funktion von At (q, p fest) :
-1
ok =| T+ M P -0, atg P
p) (-V'(g+ M OplAY)
Da

10Ky (A =@ —@ - @ U (10K (A = (_“\"/,_i(ﬂ:)] —(_“f;a} - @ |

ist der lokale Fehler fur das EulerA-Verfahren

|||OkFEuIerA (At) ”: O @tz )l
so dass das EulerA-Verfahren die Ordnung 1 hat.

f) Die Herkunft des EulerA-Verfahrens bei additiv aufgeteilter mechanischer
Hamilton-Funktion als Funktions-Verknupfung zweier (exakter) Flisse
(Motivation vgl Kap.1.5, S.10) :

Ausgangspunkt ist eine additiv aufgeteilte mechanische Hamilton-Funktion :
H(g p)=T(P+VQ,
wobei T(p) :%DpT M~ Op gilt.
Wird gesetzt
H,(q; p):=T(P und H,(q; p):=V(9,
so ergibt sich, dass die mit den additiven Anteilen H, (i =1,2) definierten Hamilton-
Dgl-Systeme exakt l6sbar sind :

Die Hamilton-Dgl zu den Anteil H,(q; p) = T( p lautet :
d [q(t)j _(T(p(D)
dt\ p(t) 0

mit dem (explizit angebbaren) Fluss ( p(t) = p= const)

+T'T(p + MO
@, (t;0; p)=(q (» J=[q th]
Y Y
(gradlinige Bewegung bei Abwesenheit von Kraften) .
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Die Hamilton-Dgl zu H,(q; p) = V(9 lautet :

&) o)
atl p(v) (v ()

mit dem (explizit angebbaren) Fluss ( q(t) = g= const)

q
D, (0 p) =
V( q p) (p_VIT(q)Dj '
(Grenzfall :
Bewegung bei Anwesenheit von Kraft, aber unendlich schwerer MasseM - «) .

Eine Hintereinanderausfihrung der beiden Flisse (mit t — At)
W(AL;) = D, (At;s) o D (At;e) 8

ergibt (unter Beachtung von T'"(p)=M™"p)

(qj AR g+ TT(QAt {Q} M*Op At
q)ora) p w@o p=VT(g+ T(QYAY \p) (-V'(a M OpA )

Dies ist gerade das EulerA-Verfahren :
D, (At;e) o D (Ate) = WTHALY)

Man kann daher bei mechanischer Hamilton-Funktion das EulerA-Verfahren deuten
als Verknupfung von zwei exakten Flissen von Hamilton-Teilsystemen. Auf diese
Weise (exakte Flusse sind symplektisch (vgl. S.8) und vererben diese Eigenschaft
bei Verknupfung (vgl. S.7) ) ist die Symplektizitat des EulerA-Verfahrens leicht
erklarbar.

® Es gilt nattirlich nicht ®,, (At;s) o @ (At;s) = D, _.,, (At;*) (d.h. die Verkniipfung stellt nicht den
exakten Fluss der mit H =T +V gebildeten Ausgangs-Dgl dar - auer in dem seltenen Fall, dass die
errechneten Fliisse kommutieren : ®,, (At;e) o @ (At;e) = P (At;e) o D, (At;e) ) (vgl. S.10). Das so

definierte LIJTEE'\‘,”A(At;-) ist also i.a. nur eine numerische Approximation und keine exakte Losung der
Ausgangs-Hamilton-Dgl.
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EulerB-Verfahren
Ein ahnliches Verfahren ist das EulerB-Verfahren :

P

(?)nﬂj — LPEuIerB(At;[gnj) ::(qﬂj_*_(M_lmpn _V'T(qq)mt)Jmt n:O,l,..

-V''(q,)

oder in der bei lteration verwendeten Form

p.) (-V''(q,)

(gnﬂj:wE“‘erB(At;(g“j)::(q“}(M_lEp”ﬂjmt n=0,1,. (EulerB)

(Die Rechenfolge ist hier :  Zeile 2, Zeile 1 mit (q,, p,) - (G, Pvi) = (Guss Byt) )-

Zeile2

Das EulerB-Verfahren ist explizit, symplektisch, schwach zeitreversibel, aber nicht
zeitsymmetrisch und deshalb nicht zeitreversibel und hat die Ordnung 1.

a) Symplektizitat des EulerB-Verfahrens :
-1 \/T
p-V''(gAt
hat als 1. Variation
(PR Pt g p)’ :=(

Daraus ergibt sich

| -M ¥ () [At? M At
-V 'T'(q) (At 1)

(WL"(Atg; p) "OOW At g ) =
:(I—V'T'T(q)[M'lmtz —V'T‘T(q)mtj(o IJEﬁl—M‘lm/'T'(q)mf I\/I‘lmtj:

[0

M~ [At | -1 0 -V 'T(q) (At |

TTQIM ARV T(QB- V(YD I 1- MEOVT(QAE) (1 -V Q) IM ALY +V T (M A

MV () AP - 1 - M IV T(q) AL

(wieder unter der Beachtung der Symmetrie von V'"'(q)=V'"'"(0) ).

b) Schwache Zeit-Reversibilitdt des EulerB-Verfahrens :
Das EulerB-Verfahren lautet :

EulerB q M_lmp_V,T(q)mt)
W At:qg; p) = (At
ho (At g p) (pj{ V(g ]
Also qilt :

SIWE®(-AL ST q P)= SWE (-0 tar ¥ s(_q

p V' (q) (At -V''(9

d.h.

p

das EulerB-Verfahren ist schwach zeitreversibel bei dem vorgelegten Dgl-System.

a7

Zeild

a7

-M*[At+ M7 At

M7 H-p-V' (9 I-AD)

5
p -V'"(q)

:(qj‘FS[ﬁM_lmp_V'T(q) mtjmt:(qj'i'( M_lm p- VT( Qm DJMt:WEuIerB(Atq; p)

j [{-At) =

]:
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c) Das EulerB-Verfahren ist nicht zeitsymmetrisch :

-1 _\/T
LIJEUlerB(_At; LIJEu'erB("'At; q’ p)) = LIJHEulerB(_At;(q"' M m p V (CD mb mtJ) —

0-V'(q) At
:(q+ M-lmp—V'T(obmt)mtj+( MPIp- VICQR E VICY-a ’jm—m) =
p—V'T(Q) At -V'(9

(e aova (0
o) Lvr@-via )" e

G=q+M*Qp-V'(gRAYAL.

mit

d) Also ist das EulerB-Verfahren (wegen mangelnder Zeit-Symmetrie) auch nicht
zeitreversibel.

Oder explizit gerechnet :

Nicht zeitreversibel :

SWR(At SWE™At q p) =
I 0\ (q+M'Qp-V ' (gAYEAL) _
0 —IJEE p-V'T(q) (At j)'
q+M’1Qp—V'T(0)mt)BHj):
-p+V' (g At
:S[Eq+M‘lEﬂp—V'T(CDBH)mt+ M- p+ VT( qmt—v”(qmt)mtj:
-p+V' T (At-V (9t
:S[E q-M* V(YL j:
-p+V' (At-V (9t

:(qj{_M G mt}w ¢(qj
p) ((V'T(@-VT(9) p

G=q+M*Qp-V'(gRAYAL.

- Sl]PﬁulerB(At(

- Sl]PﬁulerB(At[

mit

e) Approximationsordnung des EulerB-Verfahrens hinsichtlich des lokalen Fehlers
lokFe, (At 0, p) = W5 P (At g P-®, (At q P:
Ist

®,, (At;q; p) die exakte Loésung der AWA i(q(t)] = ( M ‘i[p(t),] , [q(O)j = ( qj
dt\ p(t)) (V' (a(D) p(0)) \p

und ist

EulerB q M_lmp_V,T(q)mt)
W At:qg; p) = (A
e (p]{ ~V'"(q) j t

® Bei schwacher Zeit Reversibilitait S[W_,, o S=W,, gilt:

Y oW, =SISW_, - 31&W, = 8, B,  dh. unterVor. b)haben die Ausdriicke in c)

\—W_—J
=W

und d) den gleichen Wert.
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das EulerB-Verfahren, so gilt fir den lokalen Fehler als Funktion von At (g, p fest) :

q), (M7 qp-V' (gAY
lokF, s (AL, Q, P) = At-d, (A :
0 Eu ( q p) (pj-l-( _V,T(q) j ( tq D
Es gilt

l0KFgyerg (A0 = ( gj _( (;] = (8] , und (I0kFge5(A) o = (_'\\/I/,_i(tg)] - (_I\C/:(Egj = (gj ,

also ist der lokale Fehler des EulerB-Verfahrens

|||OkFEuIerB (At’q' p) H: O@tz }l
so dass das EulerB-Verfahren die Ordnung 1 hat.

f) Die Herkunft des EulerB-Verfahrens bei additiv aufgeteilter mechanischer
Hamilton-Funktion als Funktions-Verknipfung zweier (exakter) Flisse :

Das EulerB-Verfahren kann (analog wie das EulerA-Verfahren) als
Hintereinanderausfiihrung von Flissen zweier exakt lIosbarer Dgin gedeutet werden :
Dazu ist nur die obige Reihenfolge der Fliisse zu vertauschen :

W(At;e) = P, (At;e) 0 D, (At5e)
denn (mit den oben S.45,46 definierten Flissen ) gilt :

(qj B} [ q ] ) q+T'T(q—VT(c)moun:(qj+ M p V(A Y
q )o@\ p=V' (A t)or @ p-V'"(g At P -V'(9 '

Dies ist gerade das EulerB-Verfahren :
D, (At;e) o D, (At;e) = WP (AL;e) .

Hauptresultat :
Verknipfung von EulerA- mit EulerB-Verfahren zur Erzielung von Zeit-Symmetrie

Das EulerA-Verfahren und das EulerB-Verfahren haben die Eigenschaften der
Symplektizitdt und der schwachen Zeit-Reversibilitat, aber nicht der Zeit-Symmetrie
(und damit auch nicht der Zeit-Reversibilitat). Diesem letzteren Umstand kann
abgeholfen werden, indem das EulerB-Verfahren mit dem EulerA-Verfahren
verknupft wird :

Es gilt zunachst :
WHT-OL WAL g Pl =(a B -

Denn
(qj ) [q+M‘lEﬂp—V'T(a>mt)mtj 3
[p ) EulerBmit+At p—V'T(q)mt
B ( a+M7[{p-V(QBIBt M p- V(A )L-A) j:
cuerami-a p=V'T(Q) A=V (g M0 p- VI( QA YA & M pr V'( JA -2 YA )t

5

49



Numerische Methoden fir Hamilton-Systeme 50

und analog
LIJEUlerB(_At; qu-Eiuler/YAt; q’ p)) = (gj ]

Folgerung :

qJ E'u|eI’A(_At; LIJ EulerB(_At;.)) o LIJ HEuIerA(At; qJ HEuIerliAt;.)) —

- qJ EulerA(_At;.) o LIJ 5ulerB(_At; LIJ HEuIerA(At;.)) ° LIJ HEuIer?At;.) =

=id

- qJEuIerA(_At;.) o |d ° qu-EiuIerB(_'_At;.) —

- qJ EulerA(_At; LIJ |_E|U|erB(At;')) — |d
Satz :

Die Verknupfung EulerA° EulerB ist ein zeitsymmetrisches numerisches Verfahren
bei dem vorgelegten Dgl-System (obwohl jedes Verfahren fir sich alleine nicht
zeitsymmetrisch ist (s.0.) ) :

(LIJEuIerA(_At;.) o W5UIerB(—At;') ° (qJHEuIerA(+At;.) o \PHE“'erE(+At;-) - |d ]
(Zeit-Symmetrie von EulerA° EulerB)

Die Zeit-Symmetrie war bei einem Dgl-Fluss immer vorhanden (wegen seiner
Gruppeneigenschaft, vgl. Kap 1 4)al) S.6). Bei einem numerischen Verfahren ist die
Zeit-Symmetrie eine zusatzlich herbeizufiihrende Eigenschaft™®.

Fiur das EulerA° EulerB-Verfahren gilt : Zeit-Symmetrie ist vorhanden.
Die vorhandene Zeit-Symmetrie (zusammen mit der schwachen Zeit-Reversibilitat)

bedeutet fir das numerische Verfahren EulerA° EulerB, dass diese Verknupfung
gemal Satz S.15 zeitreversibel ist.

'° Durch Einfilhrung der sogenannten adjungierten Methode W’ (At; ) := W™ (-At; 2) (und

anschlieRender Verkniipfung mit W(At;e)) kann jedes numerische Verfahren zeitsymmetrisch

gemacht werden. Allerdings ist die adjungierte Methode (nach Definition) implizit.
Dass die expliziten numerischen Verfahren, EulerA und EulerB, die wechselseitigen Adjungierten von-
einander sind, erklart inre bevorzugte Stellung bei der numerischen Lésung von Hamilton-Dgln.
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4) Das Stormer-Verlet-Verfahren als Verknipfung von EulerA°EulerB-Verfahren

Die Hintereinanderausfiihrung von EulerB-Schritt, dann EulerA-Schritt (jeweils mit
Zeitschritt At/ 2) ergibt das sogenannte Stérmer-Verlet-Verfahren :

WAV (AL; g p) = WAL 2, W T RAL 2, g p)],
d.h.:
Durch Einsetzen ergibt sich (mit dem Zwischen-Impuls p, )

Brir = Py —V'T(q)mUZ

-1
(qnﬂj _ q_,atv(At;[qn j) - TQn"' M Epnilf [At
Pria P R -V (q+ M Op, AYA T2

n

oder in der bei lteration verwendeten Form :
Prir == By _V'T(Q)mﬂz

M Op, (At (Stormer-Verlet)
(qnﬂJ:q}atv(At;anJ) = qq+ ; pmlf n:0’1,2”
Pra Y Ruir — Vo q.)AY2

n

(Die Rechenfolge ist hier :  Zeile 1, Zeile 2, Zeile 3 mit der Wertefolge
(qn’ pn) - (Qw’ pnilf) — (qm’ pﬂlf) —~ (Q+1’ m+1) )

Zeilel Zeile2 Zeils
Dieses Verfahren ist zweistufig und explizit, symplektisch, zeitreversibel bei dem
vorgelegten Dgl-System und hat die Ordnung 2.

a) Symplektizitat des Stérmer-Verlet-Verfahrens :

Das Stérmer-Verlet-Verfahren ist symplektisch als Verknipfung des symplektischen
EulerB-Verfahrens mit dem symplektischen EulerA-Verfahren.

Es gilt also :

(Wi (At g p) 'OHWYSMAtg p)Y' = J

b) Schwache Zeit-Reversibilitdt des Stérmer-Verlet-Verfahrens :

Das Stormer-Verlet-Verfahren ist schwach zeitreversibel als Verknupfung des
schwach zeitreversiblen EulerB-Verfahrens mit dem schwach zeitreversiblen EulerA-
Verfahren.

Es gilt also :

SWV(-At ST g =Wt g b

c) Das Stormer-Verlet-Verfahren ist zeitsymmetrisch :
Es galt die Zeit-Symmetrie der Verknupfung EulerA° EulerB (vgl. S.50)

(W A=A 2;) 0 WEB(=AL [ 23 )0 (W S A+AL /23 )o W FUBAL /23 ))=id
also gilt
WEY(=Ate) o WIY(+AL;e) =id .

d) Das Stormer-Verlet-Verfahren ist, da schwach zeitreversibel und zeitsymmetrisch,

zeitreversibel :
SBPﬁ‘V(At Sl]P,f“’(A te)) = id.
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e) Approximationsordnung des Stérmer-Verlet-Verfahrens hinsichtlich des lokalen
Fehlers

lokFgy (At g, p) =W3 At g P-@,(Atq P :

Mit
®,, (At;q; p) der exakten Losung der AWA i(q(t)} :[M Ep(t),j’ (q(O)j :[qj
dtl p(t)) (-V'"(a(D) p(0)) (P

und der Zuordnung WiV (At;e) = WAL/ 2; W AL/ 2;)], d.h.

AL (q}r(M Tp-V' (9 mt/2)mt/2j ::(G(At)j .
Euler8 mitay2( -V'T(q) At/ 2 p(At)
) (q(m) j +( M " CH(AL) (At/ 2 j
Eueramitav2| H(At) -\’ T(Q(At) +M*? (A At/ 2)[At/2

gilt fir den lokalen Fehler als Funktion von At (q, p fest) :

(oK , (A1) = ( G(At)j +( M L CH(At) [At/ 2 2} oL (Bt D).

PAY) ) (V' T(§(AY) + ML ONAD AL/ 2) At/
Es gilt
10KFgyy (At), oo :(qj —(qj . (Oj - und
p) {p) (O
(OkF o (B, :(M Tp/2+ M—lEp/zj_( Mp ]z(o] |
V' (Q/2-VT(g/2) \-VT(g) \O
und sogar

(IokFSN(At»rAFO{ MUV H 0 'jwrltﬁ P j(oj
V@M przs pr2) (v @ o)™ T-vi(a) Lo

also ist der lokale Fehler des Stormer-Verlet-Verfahrens

|llokFs,, (At,a, p) [ OB T ),
so dass das Stormer-Verlet-Verfahren die Ordnung 2 hat.

f) Die Herkunft des Stérmer-Verlet-Verfahrens bei additiv aufgeteilter Hamilton-
Funktion als Verknupfung dreier (exakter) Flisse :

Die additive Aufteilung der Hamilton-Funktion in
1 1
Hi(a p) =59, H(ap=Tp H(ap=s00F
und die Verknupfung der drei exakt angebbaren Flisse der Dgin ergibt das Stérmer-
Verlet-Verfahren [LR,2005 S.81], d.h.

WEY(Ate) =@, (At) o D (Ate)o®, (ALe) .M

2 2

1 Beachte den wichtigen Nachtrag auf der folgenden Seite!
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Bemerkung :

Aus dieser Darstellung des Stérmer-Verlet-Verfahrens als symmetrische Dreifach-

VerknlUpfung von zwei exakten (symplektischen und zeitreversiblen) Flissen

@ (At;e) und CD}V (At;e) folgt (nach den Vererbungseigenschaften S.7, S.16) sofort,
2

dass dieses StV-Verfahren symplektisch und zeitreversibel ist.

Wichtiger Nachtrag zur Kraftberechnungseinsparung :

Das oben beschriebene Stormer-Verlet-Verfahren
WY (Ate) == WAL 2, W SR AL 2;0)] = D, (Ate)o®r(Atir)o®, (At
2 2
erfordert je Iterationsschritt zwei Krafteberechnungen (an den Stellen g, und q,,,).

Man betrachte nun die Variante des Verfahrens, in der EulerA mit EulerB, bzw. T mit
V die RoIIEn tauschen (personliche Anregung von Nils Schopohl) :
WEV(AL;e) = W AL 2; W S AL 250)] = D, (Atie)o P, (Ati)o @, (AL;e).
2 2
Durch Einsetzen ergibt sich (mit dem Zwischen-Ort q )

G = 0 + M7 L, [AY/2

(qj L,,sw(mﬂqn}) (qﬂ.ﬁM‘lmg—yT(qilf>m)msz
Y p-V (g )At

n+1 n

oder in der bei lteration verwendeten Form :
G = G + M™" O, AL/ 2

1 (Stormer-Verlet)
(qnﬂj LPStV(At { J) q1||f + M Dp1+lmt/2 n= ’1’2"
n nw v ( qwf ) m t

n+l

(Die Rechenfolge ist hier :  Zeile 1, Zeile 3, Zeile 2 mit der Wertefolge
(G Pa) 2 (Girs B 2 (Gues Rea) 2 (Ghas Ba) )

Zeiles

Hier wird je Iterationsschritt nur eine Krafteberechnung (an der Stelle g, ) bendtigt.

Die Rechenzeitersparnis (50%) dieser Stérmer-Verlet Varianten*? StV ist besonders
fur Mehrteilchensysteme mit hoher Teilchenzahl interessant (Die Berechnung aller
Kréafte bei Paar-Potentialen stellt den Hauptanteil (95%) im Iterationsschritt dar).

'2 Die Variante StV hat die gleichen Eigenschaften a) — ) wie das urspringliche Stormer-Verlet-
Verfahren StV. Ebenso existiert (analog zur Bildung von StV4 vgl. S. 54ff) eine ahnliche Bildung

StV4 mit vierter Konvergenz-Ordnung.
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Ein neuer Punkt :
5) Symmetrische Dreifach-Verknupfung von Stérmer-Verlet-Schritten zur Erzeugung
des StV4 - Verfahrens vierter Ordnung

Auf Grund der Vererbungseigenschaften bei Verknupfung (vgl.S.7, S.16) gilt :
Symmetrische Dreifach-Verknupfung zweier zeitsymmetrischer und symplektischer
Verfahren erzeugt ein zeitreversibles symplektisches Verfahren.

Anwendung :

a) Durch symmetrische Dreifach-Verknupfung zweier Stérmer-Verlet-Verfahren mit
beliebig parameterisierten Schrittweiten entsteht stets ein zeitreversibles
symplektisches numerisches Verfahren.

b) Bei passender Wahl der Parameter ist das Verfahren sogar von 4. Ordnung.

Satz :
Durch symmetrische Dreifach-Verknupfung der Verfahren WV (a, (At;+) und

WEY( B [At;.) , wobei zu setzen sind

4 1
a,=——=1.3512.., =———=-1.7024,
"2 SEESE
ergibt sich
WY (Ate) = W SY(a, [At;e) o WM B, [At;e) o W N, [At;e) (Stv4-Verfahren)

(Zur konkreten Berechnung (d,, p,) - (%.;, P.1) S- S.73 in stormer4step.m.)
Dieses StV4-Verfahren ist explizit, symplektisch, zeitreversibel u. hat die Ordnung 4.

a) Symplektizitat,

b) Schwache Zeit-Reversibilitat,

c) Zeit-Symmetrie,

d) Zeit-Reversibilitat

ergeben sich auf Grund der Vererbung bei symmetrischer Dreifach-Verknipfung
(und zwar fur beliebige a, 8), vgl. Satz auf S.16.

e) Zur Approximationsordnung des Stormer-Verlet4-Verfahrens hinsichtlich des
lokalen Fehlers (bei diesen speziellen a,, 5,)
l0kFs4 4, 5, (A, 0, P) = Wit g Do, ~Pu@tqp:
Ergebnis :
Erfillen a,, 5, die Bedingungen

2, +5,=1
2 +3=0'
so sind beide nach At -entwickelten Taylor Reihen
WEa, g W B, s W ao B q Pl
und
P, (At;q; p)
bis zum 4. Glied gleich (Beweis auf den nachfolgenden Seiten).

Die oben gewahlten a,, 5,-Werte gentigen dieser Beziehung.
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Damit ergibt sich der lokale Fehler des Stérmer-Verlet4-Verfahrens zu

[110KFsiva 0, 5, 1,0, P) [F OB T ),
so dass das Stormer-Verlet4-Verfahren die Ordnung 4 hat.

Beweis :
Der (langere) Beweis der 4. Ordnung von W>Y{a, At W3 B, [t W, a, [ ; g Pl}

bei obigen a,, £, :
Ausgangspunkt ist (0BdA™®) die mechanische Hamilton-Dg|

el
dt{ p f(a(v)

fur einen Korper der Masse 1 mit 1-dimensionaler Bewegungsmaglichkeit.
Der Fluss dieser Dgl hat die lokale At-Taylorentwicklung (bis zur 4. Ordnung)
f 2 f'(g0O 3
@, (At q; p)=(qj+( P jmu( ,(q) ij—{ " e j£+
p) \ f(a) f'(0p) 2 \ f(QOp+ f(qO( p) 3!

+( @0+ F(qUf(n J£+0(At5)
f"(q) O +30F" (q) OfF (9 Op+ f(9Of(qOp 4!

Das einfache symplektische, zeitreversible Stormer-Verlet-Verfahren

o [P f@-
Wi (At o p){ J+ cack BT 2 hat
ZARICUE f(q+ pAt+ f(q)di—)%t

— nach At-Entwicklung des Anteils f(q+ p@t+ f(q) di—z)%t :
f(q+ pAt+ f(q)QAzﬁ)g%tisz(a)mu
@l
Sur@us @b —

F2 (@) P+ 30 @D (AP

+O(AD)
die lokale At-Taylorentwicklung bis zur 4. At-Potenz :

Wit p)=(qj+( g ]mu( a jﬂﬁ( ,, ° jDAi+
p) L f(d f'(0p) 2! 2( f(qOF+ f(qOT9) 3!

+2[ﬁ ot j o)
f"(q) Op® +30f"(q)Of () Op) 4!

2 T -1
“ Hieristalso H(q; p) = % —I f(g) do statt des allgemeineren H(Q; p) = &th +V(09
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Es soll nun die symmetrische Dreifach-Verkniipfung von (zwei'* einfachen) Stérmer-
Verlet- Verfahren (mit jeweils parametrisierter Schrittweite)

WAt g p), s = WM a It WO BIAL W U (At g P}
nach At-Potenzen (bis zur 4.0rdnung) entwickelt werden.

K.
Ziel : Bestimmung der (a, B -abhangigen) Koeffizienten (Kllj (i=1,..,4)mit

i2

2 3 4
l'IJﬁtV4(At; q, p)aﬂ - K01 + Kll mt+ K21 Iﬂ'*‘ K31 t + K41 I£+O(At5) )
, 2 (Ky,) 3 K, 4

KOZ K12 K 22

Vorgehen :
Die Zuordnung At — WOV (c[At; g, p) (einfaches, parametrisiertes Stormer-Verlet-

Verfahren) kann noch explizit angeben werden (s.u.) und es kénnen (evtl. mit
Aufwand) die héheren At -Ableitungen berechnet werden. Gleiches gilt aber kaum fir

die Zuordnung At — W3*(At;q; p), , und deren héhere At-Ableitungen™.

Eine At-Entwicklung von Wi"(At;q; p), , (als Verkniipfung von Verfahren) kann

erreicht werden durch die Berechnung der At-Entwicklungen der Einzelverfahren
und das anschlie3ende Ineinandersetzen der At -Entwicklungen.

Dabei gelten folgende Hilfsmittel fir die O(At°) -Rechnung :
a) Es ist
f(z+OAP)) = f()+ QA D)

(Auswertung beiz+ Q(Af) entspricht Auswertung bei z mit entsprechendem Fehler)

b) Es ist
()Entwicklung von f bei a und Umordnen der (b[At+ cAt® + AL+ €A £)=1*)
f(a+bAt+ cA + dAC+ &A ) =
= f(a)+
+ f'(a) b[At+
+(f'(@le+ f"(aF/2)[AE +
+(f'(@)d+ f"(a)[bet f"(9OB/6)A T+
+(f'(@) e+ f"(aQbd+ é/2)+ (0B ¢2+ f'( 30 b/24)A 1+
+O(At%)
(At -Entwicklung von f (P, (At)), wobei P, ein Polynom 4.Grades in At ist).

1 vgl. FuBnote 24 auf S.16

!> "Hohere als 4.Ableitungen stellen ein Notationsproblem dar.” zitiert nach Merson [HLW,2002 S.51].
Aus diesem Grund werden (anders als in den vorherigen Konvergenz-Ordnungs-Beweisen nicht die
Ableitungen nach At an der Stelle At = 0 berechnet, sondern) die Ubereinstimmung der At-Koeffizi-
enten in der Potenzreihenentwicklung aufgezeigt.
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c) Mit der Bezeichnung (.);, fur At-Entwicklung bis zur At! -Potenz gilt :
f (P, (AD) AL +O(AL) = f(R(AY),) DL + OAF)

(Bei einem Produkt mit Faktor At' geniigt eine bis zum Faktor At*” reduzierte At -
Entwicklung des Vorfaktors f(P,(At)) gemal b))

Es folgen vier Beweisschritte zur
Bestimmung der lokalen At -Entwicklung von St\{a[At StYSBIA;t Stva [A; t;q)R

1) Zunéachst werden zum leichteren Einblick in die Verwandtschaft des Flusses
®,, (At;q; p) der Dgl mit dem (einfachen, At -entwickelten'®) StV-Verfahren

WEV(AL;g; p) folgende Bezeichnungen'’ eingefiihrt :
A(9) = f(a)
B(g p= f(90p
C(g p= f(90F+ f(QOf( g
D(q; p) = f"(q Op’ +30f" (9 Uf( 9O
E(g p= f(aOf(q0p

In diesen neuen Bezeichnungen lautet die lokale Entwicklung des Flusses

O, (At;q; p)=(q]+( g ]mw( A9 jGAﬁ{Hq pj£+( “abp )Jﬂm(mf’)
p) (A Bap) 2 (&aqp 3 \Rapr Eayp 4

und die des (einfachen, At -entwickelten) Stormer-Verlet-Verfahrens

wﬁtV(At;q;p):[q]+[ meH( A9 Jﬂ{ 0 jdE{ 0 j£+0(m5)-
p) (A0 Bap) 2 (GQqp 4 Rap 12

2) Bestimmung der At -Entwicklung von WV[ SIAt WY a AL g p)] (Zweifach-

Verknlpfung) :
Es gilt folgende At -Entwicklung

'8 Nach Hilfsmittel a) kann zur Herleitung der At -Entwicklung mit O(At®) -Fehler statt des Stérmer-

Verlet-Verfahrens auch das At -entwickelte Stérmer-Verlet-Verfahren genommen werden.
' Bei Behandlung einer allgemeinen Hamilton-Dgl stehen hier dhnliche Ausdriicke, wobei die
Produkte hinter den Ableitungen als Kronecker-Produkte aufzufassen sind.
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Wi (@t g p) =(gj +

o P jmmu
A(q)

+ A(CI) j jLZ mtz +
B(q, p) 2 :

+ O j jLs mt3 +
C(g p 4

+ O ] jL‘l mt4 +
D(gip) 12

+0O(At%)

Definiere nun

Nach Hilfsmittel a) gentigt es, die At-Entwicklung von W3V (BAt;q; p) zu

58

betrachten, und nach Hilfsmittel ¢) brauchen die At'-Vorfaktoren nur bis zur (4-i)-

ten At - Potenz entwickelt zu werden, d.h.*®

Wi (Bt q; Q){Z“lj +( plj EBmH[ A(q)j £ B,
(4) (3) (2)

Aq) Ba p 2
+( 0 j QLBWE'{ 0 j B o
Cla:np)), 4 X R, 12

Es ist (mit Hilfsmittel b) und den Beziehungen innerhalb der A(q),..,E(q; p) ) :

(B A 2 2
P \P) LA Bap) 2 Qqagp 4 Bgp 12 °

p+ A9t Bq pB 4 q g pf AL
(Apl j wmt: 22 2 43 3 wmt’
(@) AQ)+B(q Pt Q g pd’%+ D q bd'%

'8 Der Index an den Vorfaktoren gibt an, bis zu welcher At -Potenz der Vorfaktor gemaR b) zu
entwickeln ist.
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2mt2
( AQ) j e A ALCEEE U L oy
(2

B(d: R)

( 0 j 3w3:[ 0 J s
Cla:p))y, 4 C(gp+(D(g P+ Hqg p@mdy 4 °

oaml, T lown) P
D(a;p)), 12 (D@p) 12 °

Also gilt folgende At -Entwicklung fur die Zweifach-Verknipfung :
WAL WM a It g p) =(gj +

L[ pa+p) ij
A(Q) Qa + B)

2 ﬁZ
AQ) & +ap+2-
+ 2 2 2 2 A2 +
B(G PIL-+ap+ L
B(g pl2a°B+205°) ) pC
C(q P e’ +2a°B+2aB°+ B%)) 4

+

+0O(At%)
Mit den Bezeichnungen®®
¢.(a,B) =2a°p+ 23’
$,(a,B)=a’+2a°f+2ap*+ °
¢,(a,B)=3a°f+3*p*
$.(a,B) =a" +2a°B+3°B*+ B+ B*
b, (a,B) =35+ 3p°

ist also

“Esqit: g,(a,.B) =4.(a.B)+a’ + 5
59

B(G P+ O(q D (g P+ Eq na"%

C(q; p [Ba*L+3a*B?)
D(q; p)da* +2a°B+3a’B*+ 20B°+ f*)+E(q; p)A3r B *+ B °

2
) 12
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W BI; Wi a It o p] = (g] +

+(qu)JEﬂa+ﬁ)mt+

+ A(q) JM.F

B(a p 2

L[ B p)@ﬁl(a,ﬁ)jdx_ter
C(g pg,(a.B)) 4

N C(a P#(a.h) j t*
D(q; p) @,.(a,B8)+ E(g PP, (a,.8)) 12

+O(At%)

Definiere nun

[qz]:z(q}[ P ]Eﬂa+,6’)mt+( A j—mq+,8)2mt2+

P, p) (A9 B(q p 2
+[B(q; e Wl(a,ﬁ)]dg{ C(a p) B:(a.5) jgti“
C(q pp,(a.p)) 4 (D@ pW.(a.8)+Eaq DWW, p) 12

3) Bestimmung der At-Entwicklung von Wi"{a At WS BIAL W X a At g pI} -
Es gilt
0,

2

WAL WS (a @t g p)]=( J+O(Af’) :

Nach Hilfsmittel a) gentigt es, die At-Entwicklung von W3V (a [At;q,; p,) zu

betrachten, und nach Hilfsmittel ¢) brauchen die At'-Vorfaktoren nur bis zur (4-i)-
ten At- Potenz entwickelt zu werden, d.h.

2 2
Wi (a [At; g Dz):(qzj +( P j mmt{ A) j A,
(4) 3) (2)

P, A%) B p) 2
+( 0 ) sta{ 0 ) LB o)
C(%: R) )y, 4 X B, 12
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Es ist (mit Hilfsmittel b) und den Beziehungen innerhalb der A(q),.., E(q; p) :

(qu :(Q}{ p jfﬂa+ﬁ)w+( A9 jda+ﬁ)2mt2+(8(q; |O)Uﬁ1(cr,[>’)jd£+
P ) \P) (AQ B(qp 2 C(q p#,(a.5)

{ C(a P (. 5) jGAﬁ |
D(a; P) (@, B)+ E(G DWPu(a.B)) 12

o+ AQa+B)Bt+ B q g A B
(Apzj oy (A = 2 e
(@ AQ+ B pila+ b q g pi? A BC

C(G D@ A,
+ . Lar LAt
©@ PR+ Eq gLl m e

A+ B(q pla+/) Dt q g pé%zwz

( A% j rar
* B(gg p+C(qpla+At(0qg p+ Eq Dé%w

B(%: p,)

( 0 j 3mt3:( 0 J"’mt?’
% p))y, 4 C(g P+(D(g P+ Eq pla+p) A 4

o), 7 oan)*2
D(®i ), 12 \D(@p)) 12

Also gilt folgende At -Entwicklung fur die symmetrische Dreifach-Verknupfung :
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Wi{a e W A Wilaidt q Pl =

_ Q}
p
[ Pla+p+a) ij
A(Qla+p+a)
AL @+ pras
+ , , [At? +
8¢ P v @ pw )
’ b(@B) @B aarp) . a |
C(gq p 2 5 + 5 +—4)
Camd(a.p) a,(a.p) (a+pB) @’
) C(g p B + 4 + 2 ) —
D(q, p)m¢4a(a'ﬂ)+(a+ﬂ)2 W2+(a+,8)ﬂ73+(a+,8)3m'+a_4
12 4 4 6 1
0
o 8u(@.8) alaf), @+ Bl @’ (a+ P’ B
E(q p [ TEE R 2 + 2 )
+0O(At°)
4) Spezialisierung der Parameter a, [ :
Die Wahl
2a+p=1 (¥

bewirkt, dass Wi'{a At WS BIAL W X a Dt g pl} und @, (At;q; p) schon bis zum
At?-Summanden (ibereinstimmen (lokale Approximation mit O(At®)).
Wird weiter gewahlt
$(a.B), (@+Bya a*@+p)_¢,(a.p), @+pya a’@+p) a
4 2 2 4 2 2 4

d.h.
20°+°=0 (),
so enthélt der At®-Summand einen gemeinsamen Faktor.

Die LOosung von (*) und (**) liefert die Werte
¥4

0y =—————= 1.35120719195966
° 2n¥4-1)

=-1.70241438391932
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Damit entsteht?® bei At
.00, 5,) (a,+ By LW asla +pB) _
4 2 2
_9,(00.5,) . @+ By)’ LI ayla,+B) +a_3o=£
4 2 2 4 6

und bei At*
(RG] + a,$(a,B) + @ytBY’ B7/202
12 4 4
0@ B) , (@t B I (@t BYES (@ o+ BY° T, a_
12 4 4 6 12
_ P00, B)) +UOW1(0'01130)+ @, By m7/20+ (@ 0+,B()m30:i
12 4 4 4 24

Zusammengefasst ergibt sich :

Wi{a, e W B (A W (a, At g P} = qj+

+ ijmH
A(9)

Q@
Bl p) 2
B(q, |D)jd£+
C(gq p,) 3!
+(( clap jt4+

D(g;p)+E(g p) 4!
+0O(At°)

Damit ist der lokale Fehler der symmetrischen Dreifach-Verknipfung von StV-
Verfahren (mit diesen Parametern a,, 5,)

|WE {a, It W B, (A W > ao I g T} - (AL g Pll= QAD .

Die Ordnung des StV4-Verfahrens ist also 4.

% Am einfachsten numerisch auszurechnen; eine aufwandigere analytische Rechnung hat dieselben
Ergebnisse.
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Bemerkung #:
Mit entsprechendem Aufwand lie3en sich analog auch symmetrische Funffach-
Verknupfungen

WY (a [At;e) o WY(BIAL) o W I [AL) o W S BALe) o W, S [A; 0y P)
herleiten, welche durch Bedingungen an die a, S,y eine globale

Approximationsordnung 6 ergaben, usw. Alle solche symmetrischen Mehrfach-
Verknupfung sind stets symplektisch (langzeitstabil) und zeitreversibel.

6) Zusammenfassende Ubersicht der vorgestellten numerischen Verfahren mit
ihren wesentlichen Eigenschaften :

num.Verf. |explizit symplekt. |schw.z.rev. | zeitsymm. | zeitrevers. | Ordnung
Euler X - X - - 1
EulerA X X X - - 1
EulerB X X X - - 1
StV=EA°EB X X X X X 2
Stv4 X X X X X 4

Das oben beschriebene numerische Verfahren®
WETH(AL) = Wi a, (A WIT By [ W a9}
welches die gleiche Ordnung hat wie das bei dissipativen Systemen ausreichende,

viel verwendete Runge-Kutta-Verfahren, dazu aber noch Symplektizitat und Zeit-
Reversibilitat besitzt, soll bei den folgenden Beispielen erstmals angewendet werden.

! Nach [LR,2005, Kap. 6.2.2] und [HLW,2002, Kap.ll.4] haben Yoshida (1990) und Suzuki(1990) eine
ausfuhrliche Theorie gegeben, wie durch Verknipfung numerische symplektische und zeitreversible
Integratoren héherer Ordnung konstruiert werden kénnen. Im Rahmen der beabsichtigten

Anwendungen geniigte es hier, die Bedingungen fiir die Parameter &, 8 der symmetrischen Dreifach-
Verknupfung durch elementares Rechnen herzuleiten.
?? Im folgenden als StV4 -Verfahren bezeichnet (mit den speziellen Parametern @, [3,).
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Kapitel 3

MatLab Rechnungen fir Hamilton-Systeme
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Uberblick

MatLab Rechnungen fir Hamilton-Systeme

Untersuchung des Rucklauf-Verhaltens des StV4-Verfahrens bei N-Korper System
(Gas mit Lennard-Jones-Paar-Potentialen)

Untersuchungen des Langzeit-Verhaltens bei T-Rohr-Anordnung
(bei abstol3endem bzw. anziehendem Newton-Paar-Potential)
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MatLab Rechnungen fur Hamilton-Systeme

Aufbau

MatLab Rechnungen Gas
1) Rucklauf-Verhalten des StV4—Verfahrens bei N-Kérper System
2) Programm-Schema fur N-Koerper
3) Programm-Quell-Text
4) Rechen-Beispiele
5) Zusatze

MatLab Rechnungen T-Rohr-Anordnung
1) Behandlung des Ruckstol3es
2) Typisches Langzeit-Verhalten der numerischen Dgl-Losungen
3) Unterschiedliches Verhalten der kinetischen Energien der beiden Kérper
bei abstoRender bzw. anziehender Paar-Kraft
4) Tabelle mit den Parametern und Ergebnissen der einzelnen Simulationen
5) Programm-Schema fir T-Rohr
6) Programm-Quell-Text

Im folgenden werden Beispiele der Anwendung des Stormer-Verlet-(4. Ordnung)-
Verfahrens vorgestellt, welche die Eigenschaften des Verfahrens (Zeit-Reversibilitat
und Symplektizitat) betonen.

In der ersten Anwendung wird die Zeit-Reversibilitat des N-Koérper-Systems bei
Lennard-Jones-Abstandspotentialen mit dem zeitreversiblen StV4-Verfahren
numerisch dargestellt.

In der zweiten Anwendung wird das Langzeit-Verhalten der Bewegungen in der
geometrischen T-Rohr-Anordnung durch das symplektische (= langzeitstabile) StV4-
Verfahren numerisch untersucht und das (je nach Paar-Kraft-Typ abstof3end bzw.
anziehend) unterschiedliche Verhalten der kinetischen Energien betrachtet.

Als Programmier-Hilfsmittel wurde verwendet
MatLab Version 7.5.342 (R2007b), August 15.2007

MatLab Rechnungen Gas

1) Riucklauf—Verhalten des StV4—Verfahrens bei N-Kdrper System (Gas)

Es soll das in Mathematische Grundlagen, Teil 7 auf S.20 vorgestellte N-Korper
System bei Lennard-Jones-Abstandspotentialen numerisch behandelt werden. Dabei
wird die Bewegung von N?>=11X11=121 (bzw. N°=21X21=441) Teilchen der Masse 1
betrachtet, welche anfangs gleichmafiig Gber das (ebene) Quadrat [-1,1] X [-1,1]
verteilt sind und eine Zufalls-Geschwindigkeit (Zufalls-Impuls) besitzen. Zwischen
den Kdrpern wirken Krafte aus einem Lennard-Jones-Potential. Als Schrittweite wird
At =0.01 gewahlt, und 200 (400, 800, 1200) Schritte werden vollzogen. Danach wird
mit den erreichten Orten und den negativ gesetzten Geschwindigkeiten (Impulsen)
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die Bewegung mit der gleichen Anzahl von Schritten fortgesetzt : Es zeigt sich, dass
das System wegen der Zeit- Reversibilitat des numerischen Verfahrens wieder* in
seinen Anfangszustand zurtcklauft.

Die Bewegungen (Ortskoordinaten) sollen stets in einem Bereich mit endlichem
Radius r=1,5 stattfinden. Um ein Auseinanderlaufen der Teilchen zu verhindern, wird
die Hamilton-Funktion des Lennard-Jones-Potentials

1 N N-1 N
H(G- 0 RS- nu):EZ FOp+2 Q- Ulg- al®-2la- a1f )
i=1 i=1 j+1
um den Zusatzterm?
H(c- 0 P 'm)*&i;
e e R S T
erweitert. Dieser Zusatzterm bewirkt, dass ein Kérper bei Annédherung (von innen) an

den Rand des Kreises mit Radius r eine starke (zusétzliche) Riick-Beschleunigung in
Richtung Ursprung erféahrt und somit den Rand nicht {iberschreiten kann?®.

Die in den theoretischen Teilen sehr niitzliche* Schreibweise der resultierenden
Hamilton-Dgl in untereinandergeschriebener Vektor-Form (mit Gesamt-Orts-Vektor,
Gesamt-Impuls-Vektor, Masse-Matrix)

d ,
E(q(t); p(9) = ITH (o 9; /D)
erweist sich hier als etwas ungunstig hinsichtlich der Brechnung des Kraft-Vektors

S dulla-g 1))'=

=1 j=+1

= ZKu (a (1) a (1)

J#i

mit ’
=¢,, (g, @)—a; ®) 1)
K. e = - = )
§(0005-59(0) = (@ (0= 9 (OB, o o

Um die bendtigten Einzel-Orte ¢ aus dem Gesamt-Orts-Vektor
q(t) ;= (q.(;..; o (1))ng. herauszufiltern, ist eine aufwandige Indexrechnung nétig.

! Der hohe Rechenaufwand (s.u.) fuhrt, maschinenbedingt durch Rundungsfehler bei Rechnung in
FlieRpunkt-Arithmetik, zu einem gewissen Stellenverlust (s. S.81). Dieser ist jedoch vorhersagbar und
kann, wenn bestimmte vorgegebene Genauigkeit im Ricklauf-Ergebnis gefordert wird, Giber endliche
Zeiten ausgeglichen werden, indem gegebenenfalls statt der Standard-Arithmetik von 18 Stellen eine
solche mit erhéhter Stellenzahl eingesetzt wird.

® Dieser Zusatzterm stort die RiickstoR-Invarianz nicht.

% Uber Abhilfe, falls der Rand doch tiberschritten werden sollte, vgl. Zusatze S.80, unter "Tunneln”.

* Der Vorteil lag in der geschlossenen Darstellung der rechten Dgl-Seite als Struktur-Matrix*(vollem)
Gradienten von H anstelle der hier verwendeten partiellen Gradienten nach p;, und dann der negativen
partiellen Gradienten nach q;.
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Angenehmer im Hinblick auf die Anordnung der Einzel-Orte und auf die in MatLab
vorgegebenen Moglichkeiten stellt sich die Hamilton-Dgl in Matrixfom dar :

Ausgang ist jetzt die Schreibweise des Hamilton-Dgl-Systems in der Form

d : 1
aq(t) = p(t)["rﬁ

d T
apl(t)_ V) (q(D;.5 0 (9)

fur die einzelnen Orte g (t) und Impulse p,(t).

(=1..N).

Fasst man
alle Ortsvektoren ¢ (t) in einer Ortsmatrix® Q(t)

Q1) = (q (D, Gy (D)

alle Impulsvektoren p (t) in einer Impulsmatrix
P(t) = (R, By (Dans

alle Geschwindigkeitsvektoren pl(t)E-I£ in einer Geschwindigkeitsmatrix
m

1 1 1
G(P(1) = f) 3—, O—, .. R (DE—=)4 &
(P(1)) (lq()ml loz(t)rTE m()m),

und
alle auf den i-ten Korper (von den anderen Kérpern) ausgetbten Krafte

—tiT(o,l,...,oN ):ZN: K; (4 (1),..,q, (1)) in einer (Lennard-Jones-)Kraftmatrix K, (Q(t))

J#

N N N-1
K QM) = () Ky (QUD). Y- Ky (D), Ky QL ()
j=2 i=1 j=1
j£2
zusammen, so lasst sich das Hamilton-Dgl-System in folgender Matrix-Form

Q). POy 2 = (GA). Ky (AD)

schreiben, wobei im Falle, dass alle Kérper Einheitsmasse besitzen, noch
vereinfachend gilt :

%(Q(t)’ P(t))d,ZN = (P( t)1 KLJ (Q(t))d,ZN '

Die Eigenschaften der Losung werden durch diese Schreibweise nicht verandert,
jedoch ist der Ort bzw. der Impuls des i-ten Kdrpers jetzt einfach die gesamte i-te
Spalte der Ortsmatrix, bzw. der Impulsmatrix. Diese Schreibweise erlaubt in MatLab

die Verwendung von 3-dim Matrizen z.B. K; OR®? und das Operieren® mit ihnen.

® Die Orte der einzelnen Korper werden (nicht wie im theoretischen Teil untereinander, sondern
nebeneinander geschrieben. — Dieser Ubergang von der Untereinander-Schreibweise = Vektor-Form
in die Nebeneinander-Schreibweise = Matrix-Form lasst sich nur verbal beschreiben (Es gibt keine
mathematische Beschreibung in Matrizen-Operationen, um die Vektor-Form in die Matrix-Form
Uberzufuhren).

® Aus der 3-dim Matrix Kij entsteht durch Summation tiber den 3.Index j die Kraftmatrix K, ;, vgl. (¥).
Vgl. auch auf S.74 die Berechnung der LIKraftMatrix in LIKraftMatrix.m
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Bemerkung zum Rechenaufwand :

Befinden sich im Einheitsquadrat N°—viele Teilchen, so wird die Ermittlung von N*/2
—Abstandskréaften benétigt (Jedes Teilchen bt auf die anderen eine Kraft aus, mit
Symmetrie): Ein Stérmer-Verlet-Schritt verlangt zwei’ solcher Kraftbestimmungen,
ein StV4-lterationsschritt (drei Stérmer-Verlet-Schritte) also 3*2
Kraftebestimmungen, insgesamt also 3[N*-Berechnungen von Abstandskraften pro
StV4 -Iterationsschritt. Dies sind bei 11X11=121 (bzw. 21X21=441) Teilchen 45.000
(bzw. 600.000) Krafteberechnungen je Iterationsschritt. Dafur braucht eine 500MHz-
PC etwa 5 (bzw. 65) Sekunden je Schritt, also bei 200 Vorwarts- und Ruckwarts-
Schritten insgesamt 30 Minuten (bzw. 7,2 Stunden).

2) Programm-Schema fir N-Koerper (Gas)

Die Programme und (Funktions-)Unterprogramme haben folgenden Aufbau :
(Der Programmtext ist in den mit ***.m bezeichneten Dateien abgelegt.)

steppernikKoerper.m

ruft auf

(function)

stormerdstep.m

ruft auf ruft auf

{function) ffunction)

L dkrafthatrix.m Geschwhlatrixm

Abbildung 3.1 : Programm-Schema fur N-Koerper (Gas).
C:\Doku.u.Einst.\Adm.\Eigene Dateien\Eigene Bilder\PrgrSchemanKoerper.tif)

" Bei Wahl der StV-Varianten S.53 nur eine Kraftbestimmung.

70



MatLab Rechnungen fur Hamilton-Systeme 71

3) Programm-Quell-Text (Gas)

Das MatLab-Steuer — Programm (steppernKoerper.m) :

Aufgabe : Verwaltung der Iterationsschritte, TeilchenAnzahl, Startwerte. Iterativer
Aufruf des StV4-Verfahrens in stormer4step.m, Ergebnissicherung, PlotAusgabe.
(work\HSnbody\steppernKoerper.m)

% Das N-Korper-Problem im IR2 mit Kraften aus Lenna rd - Jones - Potentialen
%

% Funktion :

% Verwaltung : Iterationsschritte, TeilchenAnzahl, Startwerte,

% iterativer Aufruf des STV4-Verfahrens, Ergebnissi cherung, PlotAusgabe
% (Datum : 03.12.2009) / K.S.

% Bemerkungen :

% Bei Benutzung sind TeilchenAnzahl (N) und Schritt anzabhl (itn) vorzugeben
% Bei TeilchenAnzahl > 100 und SchrittAnzahl > 200 :

% Laufzeit von mehreren Stunden.

tic;
clear;
clc;

%*Konstanten *hkkk Sk kkokkk ok ko okokkdok ok ok

% Anzahl der lterationen
itn=1200;

% Schrittweite der Diskretisierung
dt=0.001;

% die Ortsbewegungen beschrankender Kreis mit Grenz Radius 1.5
kr=linspace(0,2*pi);
GrenzRadius=1.5;

% Erzeugen der AnfangsWerte
% a)AnfangsOrteMatrix gn der N X N vielen Korper,
% gleichverteilt im EinheitsQuadrat des IR2.

% lineare Anzahl der Kérper
N=21;

%(linearer) Abstand der Korper
Abst=2/(N-1);

for i=1:N
for j=1:N
gn(:,i+(j-1)*N)=[-1+(i-1)*Abst;-1+(j-1)*Abs t];
end

end

% b)AnfangsimpulseMatrix der N X N vielen Kdrper,
% zufallig mit 5 NachkommasStellen in [-1,1]X[-1,1 ]
pn=fix( rand(2,N*N)*10"5 )*10"(-5)*2-ones(2,N*N);

% c)MassenVektor der N X N vielen Korper

% (voreingestellt jeder Korper hat Einheitsmasse )
massen=ones(1,N*N);
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%* P ro g ramm *kk I te r-atl 0 n****************7\'************ kkkkkhkkkkkkkkkkkkx

% Festhalten der Startwerte

gnStart=qn;
pnStart=pn;
% Iterierte Ausfuhrung eines StV4-Schrittes (Vorwar tsRechnung)
for i=1:itn
disp([ 'Zur Zeit wird ausgefuhrt die ' ,int2str(i), -te'

'Vorwartsiteration von ' ,int2str(itn), U ) b
[gn,pn] = stormer4step(gn,pn,massen,dt);
end %[VorwartsRechnung]

% Festhalten der MitteWerte

gnMitte=qgn;
pnMitte=pn;
disp( D
disp( 'Ab hier Ruckrechnung' );
disp( )
% Fortsetzung mit umgekehrten Impulsen
gn= gnMitte;
pn=-pnMitte;
% lterierte Ausfuhrung eines StV4-Schrittes (Rickwa rtsRechnung)
for i=1:itn
disp([ 'Zur Zeit wird ausgefuhrt die ' ,int2str(i), “te'

'Rickwartsiteration von ' ,int2str(itn), U ) b
[gn,pn] = stormer4step(gn,pn,massen,dt);
end %[RuckwartsRechnung]

% Festhalten der EndWerte
gnEnd=qgn;
pnEnd=pn;

%*Dokumentation Kk kK

disp( 'GESAMTFEHLER)
diffort = gnEnd-gnStart;
difflmpuls=-pnEnd-pnStart;

disp( 'Die Differenz von Endwert - Startwert ist :' )
disp( ' OrtsDifferenz | ImpulsDifferenz ' )
[diffOrt', difflmpuls’]

disp( 'Der mittlere Ort- und Impuls-Fehler ' )
mittFehlerOrt=sqgrt(trace(diffOrt*diffOrt))/N"2
mittFehlerimpuls=sqrt(trace(diffimpuls*diffimpuls) )IN"2

% Ergebnis in 2-dim. graphischer Darstellung

figure( 'Name' , 'Start- und End-Orte’ )

% beschrankender GrenzKreis (schwarz)
plot(GrenzRadius*cos(kr),GrenzRadius*sin(kr), k)
hold on;

% StartOrte (rot)

plot(gnStart(1,:),gnStart(2,:), )
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hold on;

% EndOrte (gruin)

plot(gnEnd(1,:),gnEnd(2,:), 'go" );

title([ 'Orte mit Begrenzung(schwarz) am Anfang(rot) und am Ende(grin) '
'‘bei' int2str(itn), 'vor/" int2str(itn), ruck' ]);

grid;

figure( 'Name' , 'Start- und End-Geschwindigkeiten' )

% StartGeschwindigkeiten (rot)

plot(pnStart(1,:),pnStart(2,:), )

hold on;

% (neg.)EndGeschwindigkeiten (grtin)

plot(-pnEnd(1,:),-pnEnd(2,:), 'go’

title([ '‘Geschwindigkeiten am Anfang(rot) und am Ende(griin)
'‘bei' int2str(itn), 'vor/" int2str(itn), ruck' ]);

grid;

%*ENDE steppernKoerper.m * Y

toc

Zum FunktionsAufruf stormer4step(qn,pn,massen,dt) (stormer4step.m) :
Aufgabe : Fuhrt einen Stérmer-Verlet4-Schritt aus durch 3 gewdhnliche Stérmer-
Verlet-Schritte mit vorgegebenen Teil-Schrittweiten.
(work\HSnbody\stormer4step.m)

function  [stormerdstep_qn,stormerdstep_pn] = lokinParam(qgn, pn,massen,dt)
%

% Funktion :

% Fuhrt einen stormer4Schritt fur die n-Korper-Dgl

% (Q(t),P(1))'=(GeschwMatrix(P(t),massen),LIKraf tMatrix(Q(t)) durch.
% In den Q(t):=(q1(t),..,qn(t))-Spalten stehen die Orte

% der 1,..,N Korper,

% In den P(t):=(p1(t),..,pn(t))-Spalten stehen die Impulse

% der 1,..,N Korper.

% Die Geschw(indigkeits)Matrix(P(t),massen)wird in GeschwMatrix.m berechnet
% Die LIKraftMatrix(Q(t)) wird in LIKraftMatrix.m b erechnet.

% (Datum : 03.12.2009) / K.S.

%* Fu n ktl 0 n*sto rme r4ste p******************7\'********* kkkkkkkkhkhkkkhkhkkkk

% Ein Stormer4Schritt sind drei StérmerSchritte mit Parametern w(i)
% Konstanten aus w(1)=w(3)=1/(2-2"(1/3));w(2)=-2"(1 13)1(2-2"(1/3))

w(1)= 1.35120719195966;
w(2)=-1.70241438391932;
w(3)=w(1);

for i=1:3
pn=pn+LJKraftMatrix(gn)*w(i)*dt/2;

gn=gn+GeschwMatrix(pn,massen)*w(i)*dt;

pn=pn-+LJKraftMatrix(gn)*w(i)*dt/2;
end

% Endwerte der function
stormer4step_qn = gn;
stormer4step_pn = pn;

%* E N D E StO rme r4ste p . m****************************** kkkkkhkkkkkkkkkkkkx
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Zum FunktionsAufruf LIKraftMatrix(gn) (LIKraftMatrix.m) :
Aufgabe : Berechnet aus den Spalten der OrtsMatrix (in den Spalten stehen die Orte
der Teilchen) die LIKraftMatrix (in den Spalten steht die Gesamtkraft auf die

einzelnen Teilchen)
(work\HSnbody\LJKraftMatrix.m)

function  LJKraftMatrix_OrtsMatrix =lokinParam(OrtsMatrix)

%

% Funktion :

% Berechnet

% aus OrtsMatrix=(q1,...,qn) - in den Spalten die O

% die LIKraftMatrix=(K1,...,Kn)-in den Spalten die

% (Datum : 03.12.2009) ./. K.S.

%

% Bemerkung :

% Die Zwischengrol3e LJKraft ist keine 2-D-Matrix,

% sondern eine (dimort,AnzahlTeile,AnzahlTeile)-Mat
% Diese Anordnung der Indizes (:,i,j) vereinfacht d

% Eine Summation tber den 3.Index einer 3-D-Matrix
% eine 2-D-Summenmatrix (Ubliche Matrix)

% (d.h. es wird summiert und squeeze-vgl.MatLab-Hil
%

%
%*Funktion*Lennard-Jones-KraftMatrix_OrtsMatrix****
%

%

[dimort,AnzahlTeile]=size(OrtsMatrix);

SkalierFaktor=(AnzahlTeile-1)/2;

for i=1:AnzahlTeile

% Die Ruckkraft (in Richtung Ursprung) tritt auf be

% an den Kreis mit Radius r=1.5
LIKraft(:,i,i) = -OrtsMatrix(:,i)/
SkalierFaktor*4*( 1/(1.5"2-OrtsMatrix(:,i)'

% Berechnung der untereinander erzeugten Krafte

% aus Lennard - Jones -Potential
for j=i+1:AnzahlTeile
dij=OrtsMatrix(:,i)-OrtsMatrix(:,j);
d2ij=dij"*dij*SkalierFaktor"2;

% Ortsdifferenz*(LJ-Faktor fakij(phiLJ));
LIKraft(:,i,j)=dij*12*(d2ij(-7)-d2ij(-4))
LIKraft(:,j,i)=-LIKraft(:,i,j);
end

end

% Summation Uber 3.Index von LJKraft ergibt LIKraft
LIKraftMatrix_OrtsMatrix = sum(LJKraft,3);

%

%

%*ENDE LJKraftMatrix.m *
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Zum FunktionsAufruf GeschwMatrix(pn,massen) (GeschwMatrix.m) :

Aufgabe : Berechnet aus den Spalten der ImpulsMatrix (in den Spalten stehen die
Impulse der Teilchen) und den Massen der Teilchen die GeschwindigkeitsMatrix (in
den Spalten stehen die Geschwindigkeiten der Teilchen)
(work\HSnbody\GeschwMatrix.m)

function

GeschwMatrix_ImpulsMatrix_MasseVektor=lokinParam(lm pulsMatrix,MasseVektor)
%

% Funktion :

% Berechnet

% aus ImpulsMatrix=(p1,...,pn) - in den Spalten die Impulse der Teilchen i-
% und

% aus MassenVektor=(m1,...,mn) - Aufzéhlung der M assen der Teilcheni -
% die GeschwMatrix=(p1/m1,.,pn/mn)-in den Spalt die Geschw. der Teilchen i-

% (Datum : 03.12.2009) ./. K.S.
%
%
%*Funktion*Geschw(indigkeits)Matrix_ImpulsMatrix_Ma sseVektorr*¥rrkikik
%
%
GeschwMatrix_ImpulsMatrix_MasseVektor =
ImpulsMatrix * inv(diag(MasseVektor));
%
%
%*ENDE GeSChWMatl'lxm *% *% *% *% *% *% *% * kkkkkkkkkkkkkkkkkk
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4) Rechen-Beispiele (Gas)

Bewegung im Lennard-Jones-Potential von 21 X 21 gleichmé&Rig verteilten Teilchen
mit Zufallsstartgeschwindigkeiten, nach 1200 Schritten Vorlauf und Rucklauf,
Anfangszustand rot; Endzustand grun.

Orte mit Begrenzung(schwarz) am Anfangirot) und am Endelgrin) bei 1200vorM1200r0ck
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Abbildung 3.2a: 21X21 gleichmafiig im Einheitsquadrat verteilte Teilchen bei Start
(rot) und nach Rucklauf (grin) (1200 Schritte vor und zurtck).

(work\nbody\st20021X21erste.omp )
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Geschwindigkeiten am Anfangirot) und am Endelgrin) bei 1200vor1200r0ck
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Abbildung 3.2b : Zufallsgeschwindigkeiten bei Start (rot) und Rucklauf (grun).
work\nbody\st20021X21zweite.bmp)

Bewegungsspur einiger Teilchen zwischendurch
Bewegungsspur einiger Teilchen

Abbildung 3.2c : Bewegungsspur einiger Teilchen (blau).
(work\LJ+RUckvrb.bmp)
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Eine vielleicht mehr beeindruckende Darstellung der Zeit-Reversibiliat stellt die
Bewegung von 11 X 11 = 121 Teilchen dar, wenn ein asymmetrischer
Anfangszustand gewahlt wird :

Alle Teilchen befinden sich anfangs ruhend im rechten oberen Teil des 1.5-Kreises.
Nach 2400 Schritten Vorlauf, Impuls-Umkehr und weiteren 2400 Schritten Rucklauf
sind sie alle(!) wieder im rechten oberen Teil versammelt.

(Bemerkung:

Mit work\HSnbody\steppernKoerperasym.m GrenzUberlaufer manuell auf 0,0 setzen)

Bemerkung :

Dieses Ergebnis ist im Einklang mit der Newton—Beschreibung der Bewegung und
kann durch das zeitreversible StV4-Verfahren im Computer nachgebildet werden.
Die (Fast-)Unmaoglichkeit, dies auch im realen Experiment aufzuzeigen, liegt an der
experimentellen Schwierigkeit, alle Geschwindigkeiten gleichzeitig umzukehren.

Start—Zustand von 121 im rechten oberen Teil des Kreises ruhenden Teilchen (rot)
121 Orte mit Begrenzung (schwarz) am Start(rat)

15 | I L2 I T |
' " [ * ' +|+ '
' - ' ' | * '
! + ! ! ! * . !
i * i i i .
) i i i
- ' | *
. ' I |¢§
i i i
___________ L e T L B " |
1 * ra + *
* P Y ++4‘ ' *
* - . PP * ¢’| "
+ * o+ 1
+ 3 T, . et +
h o + 3 Y. . ] -
+ i i i " .
' ' - * * * e *
R G Sl SN S SO S o S, —
. . h 1 |'+' - ¢;+| e o# '
i h i i
+ ' '+ P e o *
i i * b PR +
e ' s * ¥ |
' ' * * -
+ ' | o | * )
+ ! S L
I:Iﬂ‘_ ___________ Fr=========== Fr=========== TTTTTTTTTTTT TTTTTTs= s TTTTEEEEEE s
! 4
- '
' +
3
*
*
' ' ' I ' *
* ' ' ' I '
S P U SRR U SISO
. h h i i i -
- ' ' ' | '
i i i i i *
+ ' ' I '
. ' ' ! ' +
' ' | ' -
* ' ' I ' -
+ i i i i
i i i .
1 _________ #--pmmmmmm - m- - Fr=========== TTTTTTTTTTTT TTTTTTTTTs " T__+ ________ -
* j i .
. i i h
Y. : . .,
i - i .
i - i .t
. .
, o , L.t ,
& el e
) | R | s s *] |

Abbildung 3.3a: Bei Start asymmetrisch verteilte 11X11 Teilchen (rot).
(work\HSnbody\asymstart121.bmp)
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Ort der 121 Teilchen im Lennard-Jones-Potential nach 2400 numerischen StV4 -

Schritten

121 Orte mit Begrenzung (schwarz) nach 2400%arSchritten(blau)
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Im Kreis mit r = 1.5 verteilte Teilchen nach 2400 Schritten (blau).

Abbildung 3.3b :

Nach Geschwindigkeitsumkehr und weiteren 2400 numerischen StV4-Schritten

(work\HSnbody\asymmitte121verb.bmp)
erreichter Endzustand :

121 Orte mit Begrenzung (schwarz) nach 2400RGckSchritten({grin)
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Nach weiteren 2400 Schritten Rucklauf (grin).

Abbildung 3.3c:

(work\HSnbody\asymende121)
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5) Zusatze (Gas)

Maogliche (unphysikalische) Erscheinungen beim numerischen Rechnen :

Durchdringung :

Es kann (selten) vorkommen, dass sich zwei Korper auf ihren diskreten numerischen
Punktwegen (als angenommene gradlinige Verbindung zwischen den diskreten
Orten) kreuzen und sogar durchdringen. Physikalisch ist das bei einem Lennard-
Jones-Potential nicht moglich, da bei Annédherung beliebig grol3e Abstol3kréfte
entstehen.

Uberwindung des Randes ( "Tunneln" ) :
Es kann der Fall auftreten, dass ein K('jrper das gewahlte Randpotential

—EZ

i=1 r _q|

(trotz beliebig hoher moglicher RickstolRkraft —ﬁ (lg Er))

in der numerischen Rechnung Gberwindet.

Der Grund fur das Auftreten dieser Erscheinung bei der numerischen Rechnung ist,
dass die sich (wahrend des Zeitschrittes At) andernden AbstolRkrafte in einer
diskreten numerischen Rechnung nicht beachtet werden kdnnen : Der nachste
diskrete Ort wird numerisch ja nur unter Beachtung der Verhéltnisse zu Anfang des
Zeitschrittes berechnet; eine Beriicksichtigung der sich zwischenzeitlich ergebenden
Veradnderungen findet nicht statt. Insbesondere kann also bei Annéherung eines
Teilchens an den Rand mit hoher Geschwindigkeit (verursacht durch die Paar-Krafte)
die oben angegebene RuckstolRkraft zu klein sein, um insgesamt die
Geschwindigkeit umzukehren. Als Gegenmittel bei Auftreten dieser unphysikalischen
Erscheinung ("Tunneln") kann gewahlt werden
entweder
1) Neustart mit Zeitschritt-Verkleinerung (so dass dann die sich andernden
Verhéaltnisse auch in der numerischen Rechnung besseren Eingang finden,
allerdings mit dem Nachteil der erhohten Laufzeit)

oder
2) man wahlt ein Randpotential der Form (mit p=>1 einer geeigenten Potenz)
g
=D (———=—=")" mit der erhthter RiickstoRkraft ——'+Ep (g Er).
DZ_Q r’- m (r*-q’ )™

Die erhohte zum Zentrum gerichtete RickstoRkraft bewirkt bei Randannéherung,
dass eine nach aul3en gerichtete Geschwindigkeit (aus den Paar-Kraften) und die
nach innen gerichtete Geschwindigkeit (aus der erhdhten RickstoR3kraft) insgesamt
nach innen gerichtet ist, so dass das Teilchen also den beschréankten Bereich nicht
verlasst.
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Festgestellte Unterschiede zwischen Anfangs- und Ruckkehrwerten (Stellenverlust) :

In Abhangigkeit von der Kérperanzahl N? und den Iterationsschritten itn wurden
zwischen Anfangswerten und Ruckkehrwerten bei Verwendung des StV4-
Verfahrens folgende Fehler (bedingt durch die 18-stellige FlieRpunkt-Arithmetik bei
Computerrechnung) festgestellt :

Tabelle

(N? Teilchen bendtigen bei je itn vielen Vor- und Riickschritten in StV4-Verfahren
3IN*[20tn viele Krafteauswertungen)

Anzahl Korper

Krafteauswertungen

Genau von108

Genauigkeitsverlust

121 3*1212*2* 200 ~ 18*10° auf 10/ 1/60 Dez.Stelle / 10° Rop
121 3*1212*2* 400 ~ 36*10° auf 10" 1/65 Dez.Stelle / 10° Rop
121 3*1212*2* 800 ~ 70*10° auf 10° 1/60 Dez.Stelle / 10° Rop
121 3*1212*2*1200 ~ 105*10° auf 10™ 1/70 Dez.Stelle / 10° Rop

Anzahl Kérper

Rechenoperationen*Schritte

Genau von10™®

Genauigkeitsverlust

441 3*4412 *2* 200 ~ 230*10° auf 10 1/76 Dez.Stelle / 10° Rop.
441 3*4412*2* 400 ~ 466*10° auf 107 1/93 Dez.Stelle / 10° Rop
441 3*4412 *2* 800 ~ 933*10° auf 10® 1/85 Dez.Stelle / 10° Rop
441 3*4412 *2*1200 ~1400*10° auf 10 1/94 Dez.Stelle / 10° Rop
Bemerkung :

Die Genauigkeitsverluste beim praktischen Rechnen gegenuber der theoretisch
gesicherten exakten Rickkehr beruhen im Wesentlichen auf der bekannten
"Ausléschung” bei der Summation von Zahlen verschiedener Gré3enordnung (hier
Phasenraumpunkt plus wesentlich kleinerer Veranderung).
Mit sogenannten reduce-round-off-error-Techniken kann den Genauigkeitsverlusten
entgegengewirkt werden [Pap,2006 S.47ff]. Die Verbesserung liegt dann, in
Kommastellen gemessen, in der GréRenordnung der Nachkommastellen der
gewahlten Schrittweite [HLW,2002 S.323].
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MatLab Rechnungen T-Rohr-Anordnung

In diesem Teil soll (fir verschiedene Parameter £, m;, m, und Startwerte) zunachst
das Bewegungsverhalten der beiden Korper in der T-Rohr-Anordnung mit dem StV4-
Verfahren berechnet werden. Ausgangspunkt ist die Dgl in der reduzierten Form (in
generalisierten Koordinaten) (vgl. Mathematische Grundlagen, Teil 9, S.27 in ihrer fUr
numerische Rechnungen angenehmen Matrixschreibweise :

OO CCONNCONS

Dabei ist
Q(t) == (Q (1), Q(1)),, die Ortsmatrix,
P(t) .= (R(1), B(1)),, die Impulsmatrix,
G(P(1)=(R(? Gn% B(? E—Ir%z)L2 die Geschwindigkeitsmatrix
und

2 - 2y 3/2 Elkiz’
Q)" +Q,(1)7) (1-Q()%)°

()3 ¢ ~(Q,()-1.1)3 K ,
%) QD> +Q,(D%)*? Q51D 1-(Q()-1.17y A

die aus dem Newton—Potential stammende generalisierte Kraftmatrix, einschlief3lich
der (Geometrie-bedingten) Zwangskrafte und den Kréften, die das Verbleiben in den
Begrenzungen garantieren.

Ky (Q(M):=(Q((D - Q@

Die Bedeutung der Parameter :
£ >0 bedeutet anziehende, £ <0 abstol3ende Paar-Kraft zwischen den Kérpern.

k>0 (klein) und p=2 (evtl. zu erh6hen) bestimmen die (ausreichende) weiche
RuckstoRRkraft an den Intervallenden.

Mit zulassigen Anfangswerten
Q(0)O[-1+1], Q,(0)1[0.1,2.1], B(0) R,(0) wird nun eine LOsung von

(Hamilton-)Dgl mit Ruckholkraften an den Intervallenden
Anfangswerte

numerisch mit dem langzeitstabilen StV4-Verfahren berechnet.
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1) Behandlung des Riickstol3es (T-Rohr)

In Abhangigkeit von auftretenden (gréf3eren) Impulsen (bzw. Geschwindigkeiten) ist
es nicht maglich, fur wechselnde Massen-, Anfangs-Impuls- und Schrittweite- Wahlen
ein gemeinsames k und p fir die Ruckholkréafte zu finden, so dass die Kérper an

den Intervallenden immer sicher zurlickgesto3en werden (um Intervall-
Uberschreitungen (Tunnel-Effekte) sicher zu verhindern).

Ein anderer Gesichtspunkt ist die Schwierigkeit, die Konstanz der Gesamtenergie
(Hamilton-Funktion) vor und nach jedem Ruckstol3 sicherzustellen, insbesondere
wenn Simulations-Zeiten von Wochen mit mehr als 10° RiickstoR-Aktionen berechnet
werden sollen.

Um beide Probleme des RiickstofRes bei der Simulation in den Griff zu bekommen,
werden die weichen RickstoRle, verursacht durch an den Intervallenden auftretende
Potentialkrafte, zweckmalig durch harte Rucksto3e ersetzt .

Dies geschieht in der Weise, dass der Rickstol3 nicht durch an den Intervallenden

auftretende Krafte gesteuert wird, sondern durch einen Abfrage-Mechanismus in der
Dgl, der bei Randubertritt (in einer Ortskoordinate) jeweils einen neuen Anfangswert
setzt : Dabei wird bei Randubertritt der zugehérige Impuls (Geschwindigkeit) negativ
gesetzt, so dass die Ortskoordinate wieder in ihr vorgesehenes Intervall zurticklauft.

Ausgang ist also jetzt die Hamilton-Funktion (Gesamtenergie)
pP? p2 <
transH (Qly Qz, Fi, F;) =1 4 2 _
20 20, |le0Q- e0Q|

(ohne die Ruckhol-Potentiale 1E—IL 1 1

+_ 9—
21-Q 2 1-Q-11

Ruckholpotential betl Ruckholpotential el . 211

).

Das bei Ricksto3 verwendete Negativ-Setzen des Impulses erhélt den Wert dieser
zeitreversiblen Hamilton-Funktion.
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Es wird also eine (numerische) Lésung errechnet von :

84

Q= R(HES
m

() = P(Y B

Dgl
F')(t)z_ 5@1(0 ( g)
' (Q(H)+Q3(1)"
F') (t) — 5@2(0
’ Q)+ (1))**

Q(0)O[-L+1]
Q,(0)0[0.1;2.1]
R(0)

F(0)

(zulassige Awe)

Dazu die Randwertabfragen (wahrend der Rechnung)

Falls |Q,(t) F 1, fahre mit (0 fort.

t
Falls |Q,(t)-1.1F 1 fahre mit () fort.

Als Bezeichnung fir dieses (durch Abfrage gesteuerte) Rickstof3-Verfahren wird
gewahlt : “numerisches Verfahren mit hartem Ruckstol3 an den Intervallenden®.
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2) Typisches Langzeit-Verhalten der numerischen Dgl-Lésungen (T-Rohr)

Als generelle Voraussetzung bezuglich der Massen m soll gelten :

Die zwei Massen der Kérper sind unterschiedlich , u.z.
m = mKx (Masse des Korpers auf der x-Achse) <

< m, = mKy(Masse des Korpers auf der y-Achse),

d.h. Kx ist leicht und Ky ist schwer.

Fur die kinetischen Energien gelte beim Start
KINEnKX Starj < kinEnK§ Stay,
also

R’(0) . F(0)
2[in 20m,
(Aus beiden Voraussetzungen folgt: |B(0)| < |R (0) )

Allen gefundenen (numerischen) Bewegungen ist folgendes gemeinsam :

a) Jede der vier Komponenten der Bewegung,

Q =angKx Q= qngKy = pngKx,B pngt
unterliegt als Funktion der Zeit zun&chst (in einer "Einschwing-Zeit") mehr oder
weniger starken unregelmaRigen asymmetrischen Schwankungen.
Am starksten sind diese Schwankungen natdrlich in den zwei Impulskomponenten
B, B, ausgepragt, da die zwei Ortskomponenten Q,, Q, durch das Programm ja
schon auf die Intervalle [-1,+1] bzw. [0.1, 2.1] beschrankt sind.
Von den beiden Impulskomponenten B, B, ist der Impuls P, des schweren Korpers

Ky auch schon (fast vollig) festgelegt durch seinen Anfangswert, da eine
gelegentliche Paarkrafteinwirkung zwischen dem schweren Kérper Ky mit dem
leichten Korper Kx den Ky-Impuls (nach dem Impulserhaltungssatz) nur wenig
verandert, d.h. es gilt P,(t) J[-R(0),+F,(0)] mit kleiner absoluter Abweichung (vgl.

Abbildung 3.4d,S.89).

Damit bleibt das Verhalten des Kx-Impulses B(t) die eigentliche unbekannte Grole :

(Die gleiche absolute Anderung hat auf den Wert des kleineren Kx-Impulses einen
grof3eren Einfluss; vgl. Abbildung 3.4a,S.86)
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unregelmaesziges Verhalten des Impulzes prgkx washrend der ersten 10 min,

5 {Daten aus Sim-0,El wszicherungTagl,mat)

Impuls prgksx
(des leichten Koerpers Ex waehrend der EinschwingZeit)

_5 | | | | 1 | 1 1 1

] 1 2 3 4 ] B 7 a 9 10
Zeit (Einheit 1/100 sek) 4
= 10
Impulskoordinate P;(t)=pngKx(t) zur Einschwing-Zeit mit unregelméafigem

Ausschlag,
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend der ersten 10 Minuten, Startwert : P1(0)=0°
Abbildung 3.4a : Unregelmafiges Verhalten des Impulses P,(t) wahrend der
Einschwingzeit (kurz nach Start).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKx10minTagl.tif)

8 Bemerkung zur Lesart der folgenden Bilder :
Die Bilder stammen von verschiedenen mit drei Parametern bezeichneten Simulationen :
Sim(Paraml, Param?2 )/wssicherung(Param3) (am Kopf jeden Bildes angegeben).
Parameterl = +/-0.6 bezeichnet den Wert des & in der Dgl.

( + fur anziehende / - fur abstoRende Paar-Kraft)
Parameter2 bezeichnet die Versuchsnummer gemaf Tabelle S.99,100.
(Dort sind die fur den jeweiligen Versuch unwesentlichen Parameter der Dgl — Massen und
Anfangswerte — explizit festgelegt.)
Parameter3 gibt den Betrachtungszeitraum an.
Sim-0.6l/wssicherungTagl besagt also, dass die Dgl mit £ =—0.6 und den Anfangsbedingungen |
numerisch geldst wurde und die Daten von Tagl (der mehrere Tage dauernden Simulation)
genommen sind.

Die Bilder entstammen verschiedenen Simulationen mit stets demselben typischen Endverhalten, sich

nach individueller Einschwing-Zeit symmetrisch zu ordnen.
Von den End-Ergebnissen wurden die aussagekraftigsten ausgewahit.

Die Angabe des Betrachtungszeitraumes (im Zusammenhang mit dem Kx-Impuls ) wird allerdings erst

mit dem Zusatz "innerhalb der Einschwing-Zeit" bzw. "wéhrend der Symmetrie-Zeit" bedeutungsvoll.
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b) Nach dieser (durch das unregelmalige Verhalten des Impulses des leichten
Korpers Kx definierten) Einschwing-Zeit, die mehrere Tage, sogar Wochen dauern
kann, werden (in der "Symmetrie-Zeit") die Schwankungen regelmafdig und
symmetrisch d.h. sie liegen innerhalb eines um Null symmetrischen Streifens mit
leicht gezackten regelmalligen Randern. (Dieses Verhalten des Kx-Impulses markiert
gerade den Beginn der "Symmetrie-Zeit").

In der Symmetrie-Zeit liegen also die Phasenraumkurven-Punkte in einem
Wertebereich

[-L+1]x[0.L 2.1 - X+ X]x[-Y;+ Y],
der (fast) vollstandig ausgeftillt wird.

Dabei sind die ersten beiden Intervalle des Ortsanteiles durch die
Programmeigenschaft "mit hartem Rickstol3 an den Intervallenden” immer
festgelegt, die beiden Intervalle des Impulsanteiles sind experimentell zu ermitteln.

symmetrizches Verhalten des Impulses pngKx zwizschen -4,29 und + 4,29 am 6,Tag

. (Daten auz Sim+0,El wszicherungTagh)

Impuls prigkx

_5 1 | | | | 1 1 |

0 1 2 ] 4 5 E 7 a8 3

Zeit (Einheit 1/100 sek) 3
x 10

Impulskoordinate P;(t)=pngKx(t) zur Symmetrie-Zeit mit jetzt symmetrischem
Ausschlag, Betrachtungs-Zeitraum : wahrend des ganzen 6.Tages (24 Stdn)
Abbildung 3.4b : Regelméafiges Verhalten des Impulses P4(t) wahrend der
Symmetrie-Zeit (lange nach Start).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKxTag®6.tif)
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Das Verhalten in der Symmetrie-Zeit bleibt unverandert bestehen : Eine hdhere
Auflésung zeigt eine regelmafiige Struktur.

Yerhalten des Impulses prgkx zwischen —-4.29 und +4,29 am 6,Tag : Vergroeszerung

{Daten aus Sim+0,6I/ws=zicherungTagh)
T T T T T T T T T T T

4 J
!

Impuls prigkx
—r

-2
-3
B
Ra] =2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Lo
3.9 2,92 3,94 5,95 3,98 4 4,02 4,04 4,068 4,08 4,1
Zeit (Einheit 1/100 sek) 105
x

VergroR3erung der Impulskoordinate P;(t)=pngKx(t) in der Symmetrie-Zeit,
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend 3 Minuten in der Mitte des 6.Tages
Abbildung 3.4c : HOoOhere Auflosung von Abb.3.4b (im Unterschied zu Abb. 3.4a).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKxTag6grol3.tif)

Der Verlauf der Kx-Impulskoordinate ist wahrend der Symmetrie-Zeit regelmalig, im
Gegensatz zu ihrem unregelmagigen Verhalten zur Einschwing-Zeit (vgl. Abb. 3.4a
S.86).

Bemerkung : Von den (maximalen) X- und Y-Werten und dieser regelméfRigen
Struktur hangen in direkter Weise die Mittel-Werte der kinetischen Energien ab. Ihr
Verhalten (Zu- oder Abnahme hinsichtlich des Vorzeichens von &) soll spater in Tell
3) S.93ff noch genauer betrachtet werden.

Im Gegensatz zu dem unterschiedlichen Verhalten des Kx-Impulses P, = pngKx

wéahrend der sogenannten Einschwing-Zeit (unregelmaliges Verhalten) und der
darauf folgenden Symmetrie-Zeit (geordnetes Verhalten) weist der Ky-Impuls

P, = pngKy ein schon von Anfang an geordnetes Verhalten auf (unter der
Voraussetzung an die Massen mKx< mKy) :
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‘egelm, Verhalten des Impulses pngKy zwizchen den Startwerten -100 und +100 washrend der 1, n

150 (Daten aus Sim-0,Bl wssicherungTagl,mat)

|
|
1
|
|
|
|
|
|
\

(&}
=
T
1

=
T
1

|
(&3]
L)

T

1

i
|
1
|
1
1
1
1
l.
l
1

Impuls prgky
(des schweren Koerpers — keine EinschwingZeit benoetigh)

_150 1 1 1 | 1
] 1000 2000 3000 4000 5000 BO00

Zeit (Einheit 17100 =ek))

Impulskoordinate P,(t)=pngKy(t),
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend der ersten Minute, Startwert : P»(0)=100
Abbildung 3.4d : Fast regelmafiiges Verhalten des Impulses P,(t) schon ab Start.
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKylminTagl.tif)

Auch das spatere Verhalten des Ky-Impulses bleibt geordnet :

symmetrizches Yerhalten des Impulses pngky zwischen den Startwerten —100 und +100 am 7, Tac
(Daten aus Sim-0,6] wssicherung Tag?)

100

[} = =] =]
= =3 =] =]

Impuls prgky
(des schueren KoerpersKy waehrend der Summetriefeit)
L)

1
=
=
k=3

0 1 2 S 4 ] E 7 ] 9

Feit (Einheit 1/100 sek) g
w A0

Impulskoordinate P,(t)=pngKy(t),
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend des ganzen 7.Tages (24 Stdn)

Abbildung 3.4e : Auch spater bleibt der Impuls des schweren Korpers regelmafiig.

(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKyTag?.tif)
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c) Diagramme, in denen die Ortswerte® bzw. die Impulswerte gegeneinander
aufgetragen werden, fullen selbst in kurzen Teilen der Einschwing-Zeit inre Bereiche

(dicht) aus. In der Symmetrie-Zeit ergeben diese Darstellungen jedoch diskrete
(periodisch durchlaufene) Kurven.

Flachenfillende Ortskurve in der Einschwing-Zeit ("Chaos") :

Ortskurve in den ersten 10 min,
(Daten Sim-0,6/wssicheungTagl)

2+5 1 I I I 1 I 1 I I

Ort grngky

g1 0.8 06 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Die das Rechteck [-1;+1]X[0.1;2.1] dicht ausfullende Ortskurve (qngKx, gngKy),
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend der ersten 10 Minuten (Einschwing-Zeit)
Abbildung 3.5a : Flachenfullende (unregelmaRige) Ortskurve (Qq(t),Q2(1))
wahrend der Einschwing-Zeit (kurz nach Start).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnOrtsKurve1l0minTagl.tif)

° Die graphische Darstellung der Ortskurve kann aufgefasst werden als die Bewegung eines einzelnen
Kdrpers (Billardkugel) im Rechteck [-1;+1X[0.1;2.1] [Sin,1970].
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Ebenso
Flachenfillende Impulskurve in der Einschwing-Zeit :

Impulzskurve in den ersten 10 min
tDaten aus Sin-0,6I wssicherungTag?)

15':' T T T T T T T T T

100

50

=
T

Impul=z prigky

|
(a7}
L
T

=100

~150) 1 | | | 1 | 1 | |
-5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4

Inpuls prigkx

91

Die das Rechteck [-4.5;+4.5]X[-100.3;+100.3] dicht ausfullende Impulskurve (pngKXx,
pngKy), Betrachtungs-Zeitraum : wahrend der ersten10 Minuten (Einschwing-Zeit)

Abbildung 3.5b : Ebenso die Impulskurve (P1(t),P2(t)) (kurz nach Start).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKurvel0OminTag?2.tif)

Das Verhalten der Ortskurve und Impulskurve zur Symmetrie-Zeit ist dagegen

merklich verschieden von ihrem Verhalten zur Einschwing-Zeit :
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Diskrete (periodische) Orts- und Impuls-Kurve in der Symmetrie-Zeit :

Ortzkurve am 8,Tag
o e (Daten aus Sim-0,6 wssicherungTagd, mat)

=
+
ol

Ort gngky
rinnerhalb 0,1 und 2,13

[N

0.5

Ort gnkx
(diskret innerhalb -1 und +1)

Die diskret liegende Ortskurve (qngKx, gngKy) in der Symmetrie-Zeit,
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend des ganzen 8.Tages (24Stdn)
Abbildung 3.5c : Diskrete (periodische) Ortskurve (Q1(t),Q2(t)) wahrend der
Symmetrie-Zeit (lange nach Start).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohr\OrtsKurveTag8.tif)

4 Impulskurve am 2,Tag
15X 10 (Daten aus Sim+t0,BY]AwssicherungTag?)
1r i
[
2 0.5F i
o
2%
Ty
= ok |
L=,
T
E e
Fal
& 0,5 i
=2
_1_ -
_1+ 1 1 1 1 1
}15 -1 -5 0 5 10 15

Impuls phgkx
(dizkret -10,6:+10,6)

Die diskret liegende Impulskurve (pngKx, pngKy) in der Symmetrie-Zeit,
Betrachtungs-Zeitraum : wahrend des ganzen 2.Tages (24Stdn)
Abbildung 3.5d : Ebenso die Impulskurve (P1(t),P2(t)) (lange nach Start).
(work\HSTRohrgK\BilderHSTRohnImpulsKurveTag?2.tif)
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3) Unterschiedliches Verhalten der kinetischen Energien der beiden Kdrper
bei abstoRender bzw. anziehender Paar-Kraft (T-Rohr)

Im Folgenden wird das gegenseitige Verhalten der kinetischen Energien der beiden
Korper in der T-Rohr-Anordnung betrachtet. Verglichen werden sollen die kinetischen
Energien des Start-Zustandes mit den erreichten'® kinetischen Energien zur
Symmetrie-Zeit (d.h. ihren (unveranderlichen) Mittelwerten zur Symmetrie-Zeit).

Im Hinblick auf Anwendungen seien folgende Voraussetzungen gegeben :

a) Fur die Massen der Korper gelte, wie schon friher festgelegt,

MKx< mKy
(Der Korper Kx auf der x-Achse - gedacht als Elementarteilchen, z.B. Neutrino hat
eine sehr viel kleinere Masse als der Korper Ky auf der y-Achse — gedacht als eine
Galaxie).

b) Fur die Startgeschwindigkeiten der beiden Kérper sei deren Verhaltnis von der Art
der Paar-Kraft abhéangig, u.z.

b-abs) Im Falle einer abstoRenden Paar-Kraft zwischen den Kdrpern (d.h. in den
Dgln ist £ <0) sei zu Anfang

Q.(Star)) < Q( Star}
(RO _ R0,
m m
(Die Startgeschwindigkeit des leichten Kdrpers Kx ist kleiner als die

Startgeschwindigkeit des schweren Kérpers Ky. Der Anstieg der Ortskurve®! sei
zunéachst steil (fast parallel zur y-Achse)).

b-anz) Im Falle einer anziehenden Paar-Kraft zwischen den Kérpern (d.h. in den
Dglnist £ >0) sei zu Anfang

Q(Star) > Q( Star}
(RO, PO)
m m

(Hier ist der leichte Kérper Kx am Start schneller als der schwere Korper Ky. Der
Anstieg der Ortkurve am Start sei zunachst flach (fast parallel zur x-Achse)).

c) Fur die kinetischen Energien'? gelte beim Start
KInEnKX Starj < kinEnK§ Stay: .

2

1% Die kinetischen Energien unterliegen, genau wie die Koordinaten pngK (vgl.Abbildungen

3.4a-e), zeitlichen Veranderungen. Ein (durch Glattung) gewonnener Mittelwert ist wahrend der
Symmetrie-Zeit mit ihren regelmafRigen(!) Schwankungen jedoch ein bestimmter (zeitunabhangiger)
Zahlenwert.

Qy(t)

Q1)

'2 Die kinetischen Energien zur Start-Zeit sind durch die Vorgaben in a) und b-abs/b-anz) bestimmt.
Im abstoRenden Fall b-abs) ist c) keine (echte) Bedingung, da aus a), b-abs) immer c) folgt.

Im anziehenden Fall b-anz) ist c) eine echte Zusatz-Bedingung, die durch mMKx< mKy erfiillt
werden kann.

* Eine Kurve (Q,(t),Q,(t)) hat den Anstieg
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Aus einer Reihe von Simulationen (mit den erwahnten Voraussetzungen) ergibt sich
folgendes Verhalten (Die Dgl-Parameter der einzelnen Simulationen sind in der
Tabelle S.99,100) festgeleqt) :

Im Fall abstoRender Paar-Kraft (£ <0):

Die kinetischen Energien bewegen sich aufeinander zu, d.h. kinEnKx(Start) wachst
um ein Mehrfaches auf den Wert MwkinEnKx(Symmetrie-Zeit), wahrend
kinEnKy(Start) um (fast) denselben Betrag® auf Wert MwkinEnKy(Symmetrie-Zeit)
fallt. (Trend zum gewohnten physikalischen Energie-Ausgleich)

Im Fall anziehender Paar-Kraft (¢ >0) :

Die kinetischen Energien bewegen sich von einander weg, d.h. kinEnKx(Start) bleibt
fast gleich oder fallt um einen gewissen Prozentsatz'* auf den Wert
MwkinEnKx(SymmetrieZeit), wahrend kinEnKy(Start) um (fast) denselben Betrag auf
den Wert MwkinEnKy(Symmetrie-Zeit) wachst.

(In den Beispielen, in denen kinEnKXx fallt, gibt also in ungewohnter Weise der Korper
mit der kleineren kinetischen Energie innerhalb der Einschwing-Zeit*> noch Energie
an den Korper mit der von Hause aus gréReren kinetischen Energie ab.)*

Begrindung :

Nach der Vorstellung von Rossler [Roe,2010] im Anschluss an ein Gesprach mit
Joseph Ford 1986 beschreibt die Ortskurve (Q,(t),Q,(t)) genau die Bahn eines
einzelnen Koérpers, der sich (reibungsfrei) auf einer Flache [-1,1]X[0.1,2.1] (Billard-
Tisch) mit total elastischen Réandern, aber einer im Nullpunkt (0,0) fest positionierten
(abstoRenden bzw. anziehenden) Kraftquelle bewegt, vgl. auch [Sin,1970].

Unter den gemachten unterschiedlichen Voraussetzungen an die beiden Korper in
der T-Rohr-Anordnung soll
a) bei abstolRender Paar-Kraft gelten :
Q(Starf) < Q( Star} mit mKx< mKy
b) bei anziehender Paar-Kraft gelten :
Q(Star) > Q( Stary mit mKx< mKjy.
Dies bedeutet fur den Einzelkérper des Billard-Tisches : Seine Startgeschwindigkeit
ist zuerst
a) steil (parallel zur y-Achse)
b) flach (parallel zur x-Achse).

'3 Die Gesamtenergie (Hamilton-Funktion) ist ja konstant und die potentielle Energie liefert (bei
kleinem &) keinen entscheidenden Beitrag.

4" Abnahme der kinetischen Energie ist nur prozentual (maximal 100%) mdglich. Mehrfache Abnahme
ist—-im Gegensatz zur Zunahme—unmaglich.

!> Beim Erreichen der Symmetrie-Zeit ist der Vorgang des Energie-Austausches abgeschlossen.

'® In "wirtschaftlicher" Sprechweise :

Das System mit abstoR3ender Paar-Kraft verhalt sich "sozialistisch", indem der energiereiche schwere
Kdrper dem leichten langsamen Koérper etwas kinetische Energie abgibt. Dagegen verhalt sich ein
System mit anziehender Paar-Kraft "kapitalistisch”, indem der energiearme, leichte schnelle Kérper
einen Teil seiner wenigen kinetischen Energie noch an den schwereren Koérper abgibt.
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Verhalten eines steil startenden Korpers bei absto3ender Kraft :

Spreizung der Bahnkuree infolge der
von unten wirkenden abstoGenden Kraft
- —

11|
4

o Wiiterer

}Bejrvegungs'“ferla uf

AN

Eillard-Tisch mit abstolender dulerer Kraft-Quelle.
Auf ihm ein Karper mit (steiler) Start-Geschwindigkeit.

Abbildung 3.6a : Qualitatives Verhalten der steil startenden Ortskurve bei
abstoRender Kratft.
(C:\Dok.u.Einst.\admin.\Eig.Dat.\Eigene Bilder\BillAbsto3end.tif)

Die Spreizung (in Richtung x-Achse) bedeutet (bei fast gleichbleibender
Geschwindigkeit in y-Richtung : wegen mKx < mKy andert sich bei Einwirkung einer
Paar-Kraft hauptsachlich die Geschwindigkeit des leichten Kdrpers KXx) :

Erh6hung des Absolutbetrages der Geschwindigkeit in x-Richtung.
Das bedeutet riicktbertragen auf das T-Rohr :

Der (zuerst) langsamere leichte Korper auf der x-Achse nimmt Energie auf.

Nach der Einschwing-Zeit ist die Tendenz zur Spreizung abgeschlossen.
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Verhalten eines flach startenden Korpers bei anziehender Kraft :

Spreizung der Babhnkurve infolye der
won unten wirkenden anziehenden Kraft

Weiterer
Bewegungsverauf

p——

..\

Billard-Tisch mit anziehender dullerer Kraft-Cluelle,
Auf ihm ein Karper mit (flacher) Stat-Geschwindigkeit.

Abbildung 3.6b : Qualitatives Verhalten der flach startenden Ortskurve bei
anziehender Kraft.
(C:\Dok.u.Einst.\admin.\Eig.Dat.\Eigene Bilder\BillAnziehend.tif)

Die Spreizung (in Richtung y-Achse) bedeutet (bei fast gleichbleibender
Geschwindigkeit in y-Richtung : wegen mKx < mKy andert sich bei Einwirkung einer
Paar-Kraft hauptsachlich die Geschwindigkeit des leichten Kdrpers KXx) :

Verkleinerung des Absolutbetrages der Geschwindigkeit in x-Richtung.
Das bedeutet riicktbertragen auf das T-Rohr :

Der (zuerst) schnelle leichte Korper auf der x-Achse gibt Energie ab.

Nach der Einschwing-Zeit ist die Tendenz zur Spreizung abgeschlossen.
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Diese Betrachtung wird auch durch das Computer-Experiment bestétigt :
Zunachst erfahren die Ortskurven in beiden Féllen nur in der Gegend des
Ursprunges eine Steigungsveranderung. Aul3erhalb dieses Bereiches sind die
Ortskurven Geradenstticke (vgl. auch Abb. 3.5c, oberes Bild S.92).

21

Bereich ohne merkliche Einwirloang der PaarKraft.
Kraftefrele Eewegung.  OrtsKurve besteht aus

Geradensticken mit gleicher (absoluten) Steigung.

Bereich der Steigungsindeming

01

&
Ursprung

Abbildung 3.7 : Bereiche mit / ohne Steigungsanderung.
(C:\Dok.u.Einst.\admin.\Eig.Dat.\Eigene Bilder\SteigBereiche.tif)

Tritt dagegen eine Ortskurve in die Gegend des Urprunges ein, so wird ihre Steigung
je nach Art der Paar-Kraft unterschiedlich verandert :

Es werden Ortskurven-Scharen gleichen Anstieges an der x-Achse zur Reflektion
gebracht und der Mittelwert der Steigungen der reflektierten Kurven berechnet.

Der Mittelwert (nach Reflektion) zeigt bei abstoRender Paar-Kraft (bzw. anziehender
Paar-Kraft) im Verhaltnis zur (gemeinsamen) Steigung (vor der Reflektion) eine
Verminderung (bzw. VergroRerung), so dass bei gleichbleibender Geschwindigkeit
des schweren Kdrpers vor und nach Reflektion die Geschwindigkeit des leichten
Korpers gestiegen ist (Energie-Aufnahme), bzw. gefallen ist (Energie-Abgabe).
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Qualitatives Verhalten der Ortskurven-Anstiege wéahrend der Einschwing-Zeit :

Bei abstoRender Paar-Kraft : Die steil gestarteten Ortskurven werden (im Mittel)
flacher.

&3

wihrend der

Einschwingeit box

Krafteinwirkung
Ky Ky {im Mittel)
—»— — -
Schar (steil) einfallender Ortskurven weranderung des Anstieges (Mittelwert)
bei abstoRender Paarkraft nach Rilckstard

Die Kumen werden flacher

Abbildung 3.8a: Anderungsverhalten der steil startenden Ortskurvenscharen bei
abstolRender Paar-Kraft : Die Kurven werden flacher.
(C:\Dok.u.Einst.\admin.\Eig.Dat.\Eigene Bilder\AbstoRendSchatr.tif)

bzw.
Qualitatives Verhalten der Ortskurven-Anstiege wahrend der Einschwing-Zeit :

Bei anziehender Paar-Kraft : Die flach gestarteten Ortskurven werden (im Mittel)
steiler.

b
\3 wahrend der
\ EinschwingZeit

Kx
Krafteinwirkung
{im Mittel)
Wy ¥
— — i

Schar (flach) einfallender Ortskuren

Yeranderung des Anstieges (Mittelwert)
bei anziehender Paarkraft

nach Rickstoll:
Die Kurven werden steiler

Abbildung 3.8b : Anderungsverhalten der flach startenden Ortskurvenscharen bei
anziehender Paar-Kraft : Die Kurven werden steiler.
(C:\Dok.u.Einst.\admin.\Eig.Dat.\Eigene Bilder\AnziehendSchar.tif)
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4) Tabelle mit den Parametern und Ergebnissen der einzelnen Simulationen (T-Rohr)

7 bzw. 12 Langzeit-Simulationen mit abstoRender (bzw. anziehender) Paar-Kraft

Oberer Block abstof3end (7 Versuche), unterer Block anziehend (12 Vesuche)

Hinweis : Das Ziel ist jeweils in Zeile 4 angegeben.
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Man sieht (oberer Block) : Zu den Versuchen, die die Start-Voraussetzungen erfillen,
stellt sich jeweils mehrfache Zunahme der kinetischen Energie ein (rote Ergebnisse).

Man sieht (unterer Block) : Bei den Versuchen mit zuldssigen Start-Voraussetzungen
sieht man eine prozentuale Abnahme der kinetischen Energie (rote Ergebnisse).

5) Programm-Schema fir T-Rohr (T-Rohr)

Die Programme und (Funktions-)Unterprogramme haben folgenden Aufbau :
(Der Programmtext ist in den mit ***.m bezeichneten Dateien abgelegt.)

stepperTRohrgk m

ruft auf

{function)

stormerdstep.m

ruft auf ruft auf

ffunction) ffunction)

TRohriratthatrizgh m Geschmhatriom

AuswertungTRohr.m

Abbildung 3.9 : Programm-Schema fur T-Rohr-Anordnung.
C:\Doku.u.Einst\Adm.\Eigene Dateien\Eigene Bilder\PrgrSchemaTRohr.tif)
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6) Programm-Quell-Text (T-Rohr)

Das MatLab-Steuer-Programm (stepperTRohrgK.m) :

Aufgabe : Berechnung der Phasenraumkurve (auch als Fortsetzung), (harte)
RuckstoR-Steuerung, (stiickweise) Graphische Darstellung, Ergebnissicherung.
(work\HSTRohrgK\stepperTRohrgK.m)

% Numerische Loesung der T-Rohr Dgl (in generalisie rten (skalaren)

% Koordinaten) mit hartem Rueckstosz an den Interva [I-Enden

%

%

% Funktionen :

% Berechnung der Phasenraumkurve (auch als Fortsetz ung)

% (stueckweise) graphische Darstellung des Ortsteil es

% Datensicherung

% (Datum : 17.04.2010) / K.S.

tic;

clear;

clc;

close all ;

%*Konstanten *hkkk Sk kkokkk ok kkokokkdok ok ok

% SimulationsZeit in Stunden

% (1 Std SimZeit ~ 80 Sek ZDV-Rechenzeit)
% (1 Tag SimZeit ~ 30 Min ZDV-Rechenzeit)
SimZeit=24/1;

% SchrittWeite in Sekunden
dt =0.001;

% benoetigte Iterationen
it=SimZeit*3600/dt;

% MassenVektor der 2 Koerper Kx und Ky
massen=[1/100,10000];

% PaarKraftKonstante (eps>0 : abstoszend, eps<0 : a nziehend)

eps = 0.6;

% Auswahl, ob Start mit gewaehlten Anfangswerten (= =1) oder Fortsetzung
Neustart = 1,

if Neustart==1
% AnfangsWerte der Phasenraumkurve
% a) AnfangsOrte
% (Einschraenkung : gngK(1,1) auf [-1,1]
% gngK(1,2) auf [0.1,2.1])
gngK=[0.01,1.1];

% b) Anfangsimpulse
% (keine Einschraenkung)
pngK=[1,10000];

else
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% Bei Fortsetzung wird der PhasenraumkurvenEndWert
% workspacesicherung des Vorlaufes
load wssicherung  gngK pngK;

end %|[Neustart]

% Schalter fuer graphische Darstellung
graphDarst = 1;

% ZeitSpanne(BlockZeit) der Ortsbewegung, die ein B
% Voreingestellt : 1/2 Periode fuer Ky (bei anfaeng
BlockZeit=round(abs(2*massen(2)/pngK(2)));
teilschr=round(BlockZeit/dt);

% Argumente zum Zeichnen der HindernisEllipse
t=linspace(0,pi);

%*Programm*zur*num.Berechnung*der*Phasenraumkurve**

% Vorbelegung des gesamten Speicherplatzes fuer die
outgK=zeros(4,it);

for i=1:it
% Sicherung des StartPhasenwertes (i=1)
% bzw. Anhaengen des FolgeWertes
outgK(:,))=[angK,pngKT];

% Erzeugung des naechsten gen. Ortes und gen.Impuls
% durch Stoermer-Verfahren bzw. Stoermer4-Verfahren
[gngKhilf,pngKhilf] = stormer4step(gngK,pngK,ma

% HARTER RUECKSTOSZ (mit GesamtEnergieErhalt) :
% Falls einer der Koerper die IntervallEnden uebers

% wird der Vorwert des Phasenwertes genommen

% mit entsprechend negativ gesetzter ImpulsKoordin

if abs(gngKhilf(1)) > 1 || abs(gngKhilf(2)-1.1) > 1

% Impulsaenderung bei hartem Rueckstosz fuer Kx an

% IntervallEnden -1,+1
if abs(gngKhilf(1)) > 1
% vorherige Impuls wird teilweise negiert
pngKhilf = [-pngK(1), pngK(2)];
end %[Kx Rueckstoszimpuls]

% Impulsaenderung bei hartem Rueckstosz fuer Ky an

% IntervallEnden 0.1,2.1
if abs(gngKhilf(2)-1.1)> 1
% vorheriger Impuls wird teilweise negiert
pngKhilf = [ pngK(1),-pngK(2)];

end %[Ky Rueckstoszimpuls]

% vorheriger Ort wird (als Ganzes) beibehalten
gngKhilf = gngK;
end %[HARTER RUECKSTOSZ]

% Der naechste PhasenWert ist der im StoermerVerfah
% mit Korrekturen, falls der Wert die IntervallEnde
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gngK = gngKhilf;
pngK = pngKhilf;

% IntervallUeberpruefung : praktisch UEBRERFLUESS IG

% Bei Nicht-Rueckkehr in das zugehoerige Intervall : Meldung, Abbruch

if ~(abs(gngK(1))<= 1 && abs(qngK(2)-1.1) <=1)

figure(i)
text(.05,.5,[ "\fontsize{12} {\color{red}'

'Einer der Koerper hat seinen Bereich verlassen!}' 1

text(.25,.7, "\fontsize{12} Iteration mit Ctrl-C abbrechen! );

disp( 'Einer der Koerper hat seinen Bereich verlassen! )

disp(num2str([gngK,pngK]))

disp( "lteration mit Ctrl-C abbrechen ! );

% Sicherung des bisher erreichten Workspace
% (Gespeicherte Daten von Vorlaeufen werden nicht

% durch Werte dieses abgebrochenen Laufes ueberschr ieben!)
save Abbruchwssicherung ;

% Moeglichkeit, innerhalb 1 Minute manuell abzubrec hen
pause(60);

% Danach ZwangsAbbruch des Programms
quit;

end %JIntervallUeberpruefung]
% Graphische Darstellung der generalisierten Orte d es anstehenden

% Teilschrittes
if graphDarst==1 && mod(i,teilschr)==0

figure( ‘Name' [ 'Bild" ,num2str(i), ""nach’ ,numa2str(i*dt), ' sek’
hold on;
% Startpunkt (rot)
plot(outgK(1,i-teilschr+1),0utgK(2,i-teils chr+1), '
(F rtstzg) 'MarkerSize'
% GesamtVerlauf (blau)
plot(outgK(1,i-teilschr+1:i),outgK(2,i-tei Ischr+1:i));
% Endpunkt (gruen)
plot(outgK(1,i),outgK(2,i), 'g." , 'MarkerSize' ,30);
% HindernisEllipse
plot(0.2*cos(t),0.1+0.1*sin(t), k),

% Bildrahmen
axis([-11 0.1 2.1));

xlabel( 'gen.Koord g1(t)' );
ylabel( '‘gen.Koord g2(t)' );
grid on;
title({[ 'ANZIEHEND eps=",num2str(eps), . gen.Koord g2(t) gegen
(Frtstzg) gen.Koord g1(t) angetragen :'
[ 'Verlauf von (' ,num2str(outgK(1,i-teilschr+1) , '%1.5f'
,num2str(outgK(2,i-teilschr+1) , '%1.5f" ), ") (rot)
> (! ,num2str(qngK(1), '%1.5f'
" ,num2str(gngK(2), '%21.5f ), ") (gruen)'
"in' ,num2str(BlockZeit), "sec' 1});
% Figur bleibt auf Bildschirm bis zur naechsten Fig ur erhalten.
pause(2);
Rettung der berechneten graphischen Teil-D arstellung als emf-Bild
saveas(gcf,['T-Rohr-h TEST',num2str(i)],'f ig";
close;
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end %][graphische Darstellung]
end %flteration]

%*WorkSpaceSicherung*:*Retten*von*Daten*fuer*eine*F ortsetzung****xx**
save wssicherung ;

% Meldung, dass das Programm (ohne ZwangsAbbruch) z u Ende gekommen ist
disp( 'ProgrammEnde ohne ZwangsAbbruch erreicht' )

%*ENDE StepperTROhl’gKm **k **k **k **k *kkkkkkhkkk kkkkkkkkhkkkkhkhkkkkhk

toc

Die (Funktions-)Unterprogramme stormer4step.m und GeschwMatrix.m sind
dieselben wie beim n-Korper-Problem (vgl. S.73 und S.75)

Zum FunktionsAufruf TRohrKraftMatrixgKk(qngK) (TRohrKraftMatrixgK.m)

Aufgabe : Berechnet die auf die Kérper wirkenden generalisierten Krafte, verursacht
durch die zwischen den Koérpern herrschende PaarKraft (~1/r?).
(work\HSTRohrgK\TRohrKraftMatrixgK.m)

function  TRohrKraftMatrixgK_OrtsMatrixgK =lokinParam(OrtsMa trixgK)
% Aus der OrtsMatrix=(gq1,92) - in den Spalten stehe n die gen.Orte der

% Teilchen i=1,2 - wird berechnet die TRohrKraftMat rixgenKoord=(K1,K2)
% - in den Spalten steht die gen. Kraft auf das Tei Ichen i=1,2 -.

% Die Kraft (auf das Teilchen i) besteht aus
% der gen.PaarKraft (in Richtung der Intervalle), d ie durch das
% PaarPotential entsteht.

%*Konstanten * *kkkkkkkkkkkkkkkkk
% PaarKraftKonstante (eps > 0 : anziehend, eps < 0 : abstol3end)
eps=0.6;

% * *kkkkkkkkkkkkkkkkk
% Hier KEINE Endkréfte, dafur Reflektion in stepper TRohrgk.m

fak=(OrtsMatrixgK*OrtsMatrixgK")*(-1.5);
PaarKraft=-OrtsMatrixgK*fak;

TRohrKraftMatrixgK_OrtsMatrixgKk=eps*PaarKraft;

%* E N D E T RO h r KraftM atI’IXg K i m****************7\'******* kkkkkkkkkkkkkkkkkx
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Das Programm AuswertungTRohr (AuswertungTRohr.m) :

Aufgabe : Auswertung der von stepperTRohrgK erzeugten Ergebnissicherung
wssicherung.mat : Berechnung des zeitlichen Mittelwertes der Energien, graphische
Darstellung des zeitlichen Verlaufes der Energien, insbesondere der Verlauf der
(geglétteten) kinetischen Energie des Kérpers Kx.
(work\HSTRohrgK\AuswertungTRohr.m)

%Auswertung der von stepperTRohrgK.m erzeugten Date n wssicherung.mat

% (Datum : 28.02.2010) / K.S. fuer Thekla Breuer ge b. Preisz (1885-1957)
tic;

clear;

clc;

close all

% Laden der durch stepperTRohrgK.m berechneten Date n (Phasenraumkurve)

load wssicherung ;

g=it/4;
eit =ones(it,1);
eg=ones(g,1);

%*Berechnung*der*EnergieMittelWerte*und*Glaettung*d er*kin.*Energie*von*Kx

% kinetische Energie Kx (~Temperatur Kx)
kinEnKx=1/(2*massen(1))*outgK(3,:)."2 ;
% kinetische Energie Ky (~Temperatur Ky)
kinEnKy=1/(2*massen(2))*outgK(4,:)."2 ;

% kinetische und potentielle Energie gesamt (Hamilt on-Funktion)
kupEngs=kinEnKx + kinEnKy - eps*(outgK(1,:)."2 + ou tgK(2,:).2).M(-1/2);
%*globaler*Mlttelwert *kkkkkkkkkkkkkkkkk

MWkinEnKx=1/it*(kinEnKx*eit);
MWkinEnKy=1/it*(kinEnKy*eit);
MWkupEngs=1/it*(kupEngs*eit);

% Daten kinEnKXx(:) glaetten (nach wanderndem g-Durc hschnitt)
% Speichervorbelegung
ggkinEnKx=zeros(1,it+1-g);
% Startwert
ggkinEnKx(1)=kinEnKx(1:g)*eg;
for i=2:t+1-g
ggkinEnKx(i)=ggkinEnKx(i-1)-kinEnKx(i-1)+kinEnK x(i+g-1);
end % [glaetten schnell]
ggkinEnKx=ggkinEnKx/g;

%*Graphlsche*DarSte”ung **k **k **k **k **k **k * kkkkkkkkhkkkkhkhkkkkhk
% (gesammeltes) Verhalten der kinetischen Energien von Kx und Ky und der
% (Gesamt-)Energie
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figure( 'Name' , 'Verhalten der Energien (kin.Energ. Kx, kin. Energ. Ky,
(Frts tzg) GesamtEnergie)'

hold on;

plot(kinEnKXx, g ),

plot(kinEnKy, ™),

plot(kupEngs, 'm');

xlabel([num2str(SimZetit, '%1.3f" ), ' Stdn-Zeit; 1Einh.~"
(Frtstzg),num2str(dt, '%1.4f ), 'sec' )
ylabel(  'kin.Energie von Kx(gruen)/Ky(rot)/GesamtEnergie(ma g) )
grid on;
title([ 'ANZIEHEND eps=",num2str(eps), " kinetische Energie von
(Frtstzg) Kx(gruen)/Ky(rot)/GesamtEnergie(mag.)'
figure( 'Name' , 'geglaettete kinetische Energie von Kx' )
plot(ggkinEnKx(1,:), g ),
xlabel([num2str(SimZetit, '%1.3f" ), ' Stdn-Zeit; 1Einh.~"
(Frtstzg),num2str(dt, '%1.4f" ), 'sec' )
ylabel(  'kin.Energie von Kx(gruen)/Ky(rot)/GesamtEnergie(ma g) );
grid on;
title([ '(Mit laufendem Durchschnitt ueber ' ,num2str(qg), ") geglaettete
(Frtstzg) kinetische Energie von Kx(gruen)'
%*EnergieAenderung*von*Kx*in*der*unteren*Quadrathae [fe**rrrkkdkkkkiok

dkinEnKx=zeros(1,it);
thalb=round(teilschr/2);
for i=1:it-thalb
if outgK(4,i) < 0 && outgK(4,i+1) > 0 && i-thalb > 0

% Hier wird die Aenderung der kinetischen Energie v on Kx zwischen

% ~(x1,1.1)(Mitte)-->(x2,0.1) (Aufschlag unten)

% -->~(x3,1.1)(wieder Mitte) festge halten.

% In der oberen Haelfte (x,1.1-2.1) nur minimale Ae nderung
dkinEnKx(i)=1/2*massen(1)*(outgK(3,i+thalb) "2-outgK(3,i-thalb)*2);
else
dkinEnKx(i)=0;
end

end %[Aenderung kinetische Energie von Kx im unteren Qu adrat]

%Aufsummation der Aenderungen

s=0;
for i=1:it
s=s+dkinEnKx(i);
end
disp([ 'Die (ungefaehre) Aenderung von
KinEnKx(Start)=' ,num2str(1/2*massen(1)*outgK(3,1)"2), " bis
KinEnkKx(" ,num2str(it-thalb), ") betraegt " , huma2str(s)])
disp(I 'Zum Vergleich : KinEnKx(' ,num2str(it-thalb), N="
(Frtstzg),num2str(1/2*massen(1) *outgK(3,it-thalb)*2)]);
% * *
disp( )i
disp( 'Programm normal zu Ende gekommen' );
disp( )
disp( ' );
%* E N D E AUSWG rtu ngT RO h r. m*************************** kkkkkkkkhkkkkhkhkkkkhk
toc
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Bemerkungen hinsichtlich der behandelten Beispiele

Das Riicklaufverhalten der Gasmolekiile

Das exakt rucklaufende Verhalten der kontinuierlichen Phasenraumkurve von
mechanischen Systemen, die von einer reflektionssymmetrischen Hamilton-Funktion
gesteuert werden, kann auch mit einer diskreten numerischen Phasenraumkurve
nachvollzogen werden, wenn das numerische Verfahren zeitreversibel ist.

Nach allgemeinem Volksglauben soll ein gewisses Funktional (die “Entropie*) Uber
lange Zeiten andauernd wachsen. Wie kann das (bei Ricklauf in den
Ausgangszustand) sein?

Die Antwort ist, dass dabei Gebrauch gemacht wird von Boltzmann's “Hypothese des
molekularen Chaos*. Ublicherweise wird diese mit Uberlegungen zur Korrelation der
Teilchen gestutzt. Das gerechnete Beispiel zeigt, dass im Rahmen der
Hamiltonschen Formulierung der Mechanik die verloren gegangene Ordnung der
Teilchen (ihre Position) sich fir endliche Zeitintervalle wieder herstellen lasst, wenn
es gelingt, zu einem Zeitpunkt alle Geschwindigkeiten gemeinsam umzukehren.

Der Einfluss von Rundungsfehlern fir das Wiedererreichen des Ausgangszustandes
nach Rucklauf wurde mit alteren Methoden u.a. von Orban und Bellemans [OB,1967]
untersucht, vergleiche auch [PKM,1988]. Hinsichtlich der Ungenauigkeiten, die auf
Grund von Rundungsfehlern entstehen, hat eine Gruppe in Julich [Pap,2006] unter
Verwendung des StV-Verfahrens die besten numerischen Ergebnisse vorgelegt. Es
ware interessant, in diese Ergebnisse das hier vorgestellte StV4-Verfahren
miteinzubeziehen.

Mdogliche Bedeutung des T-Rohr-Beispiels

Die Interaktion von kleinen und grof3en Teilchen, die verschieden sind, was ihre
Masse angeht, ist ein Stiefkind der Statistischen Mechanik. Meist werden mehr oder
weniger gleich grol3e Massen und grof3e Partikelanzahlen angenommen.
Festzustellen, was mit einer einzelnen leichten Partikel passiert, wenn sie durch eine
Wolke von schweren Teilchen fliegt, ist eine ungewohnte Fragestellung. Sie ist
schwer numerisch zu behandeln. Es bot sich deshalb an, eine weitere Vereinfachung
auf zwei Teilchen vorzunehmen und dann die Bewegung noch zusatzlich auf formal
eine einzige Dimension zu reduzieren. Das ist das Paradigma der “T-Rohr-
Statistischen-Mechanik®, wie man es nennen konnte.

Erstaunlicherweise gentgt diese Vereinfachung, um beriihmte Vorstellungen zu
Uberprufen und zu bestéatigen: Chandrasekhar erkannte schon 1943, dass schnelle
leichte Teilchen von unkorrelierten schweren sich anziehenden Teilchen gebremst
werden [Cha,1943]. Allerdings ist dieses Resultat, was die Mdglichkeit
unterschiedlicher Massen angeht, bisher weitgehend unbekannt geblieben.

Im vorgestellten T-Rohr-Beispiel konnte erstmals diese Erkenntnis mit einem
unzweifelhaften numerischen Ergebnis verifiziert werden. Die dazu notwendigen
langen Rechenzeiten auch auf Universitatsrechnern ermoglichten nur wenige
Beispiele zu rechnen. Dennoch zeigten sie eindeutig das erwartete Ergebnis. Mit
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anderen numerischen Verfahren wére dieses Resultat moglicherweise in dieser
Eindeutigkeit schwerer zu erhalten gewesen.

Mathematisch gesehen handelt es sich bei den genannten beiden T-Rohr-Beispielen
um Hamiltonsches Chaos, vgl. [AFH,1995]. Diese Systeme enthalten in ihrem
Phasenraum aul3er chaotischen (nichtperiodischen) noch quasiperiodische und
periodische Trajektorien, die inselhaft in allen Grél3en als sogenannte “KAM-Tori* im
Phasenraum eingebettet sind. Die gerechneten Beispiele zeigen, dass trotz der
vorhandenen hohen numerischen Genauigkeit nach langer Zeit eine “nichtchaotische
Insel” mit numerisch periodischem Verhalten die Trajektorie eingefangen hat.
Untersuchungen zur Eindeutigkeit und numerischen Stabilitat dieser Inseln — mit
Algorithmen verschiedener Genauigkeit — erscheinen lohnend. Sie sind notwendig
sehr zeitintensiv.

Das gefundene Hauptresultat ist die numerische Bestéatigung von "dissipativem™ und
"antidissipativem" Verhalten bei Hamiltonschen Vielteilchensystemen je nach
Vorzeichen der Potentiale. Das heildt im letzteren Fall, dass das leichte schnelle
Teilchen kinetische Energie an das schwere Teilchen abgibt. Dieses an zwei
Teilchen verschiedener Masse erzielte bemerkenswerte Resultat harrt nun seiner
Bestatigung oder Einschrankung an Vielteilchensystemen, siehe folgende
Schlussbemerkungen und Ausblick.
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Schlussbemerkungen und Ausblick

Die vorliegende mathematische Arbeit beschaftigt sich mit einem derzeit aktuellen
numerischen Thema, der Gewinnung und Benutzung relativ hochgenauer,
universeller und sogenannter symplektischer Simulationsalgorithmen fir
mechanische Hamiltonsche Systeme bei Langzeitberechnungen. Solche universellen
Verfahren werden bereits in verschiedenen Arbeitsgruppen verwendet. Die
Herleitungen sind dabei oft von einer vornehmen mathematischen Art in dem Sinn,
dass dabei umfangreiche mathematische Hilfssatze (z.B. Differentialformenkalkl)
benutzt werden. Ihre generelle Anwendbarkeit steht meist weniger im Vordergrund in
dem Sinn, dass erwartet wird, dass andere Arbeitsgruppen ihre eigenen, mehr oder
weniger gleichwertigen Algorithmen selbst erstellen.

Der in der vorliegenden Arbeit vorgestellte StV4-Algorithmus ist besonders
durchsichtig in seiner durchgangig elementaren Herleitung. Und er ist robust
insofern, als er maximal leicht zu kopieren bzw. zu Gbernehmen und zu installieren
ist.t

Das alteingesessene RK4-Verfahren (Runge-Kutta 4. Ordnung) diente hierbei als
Vorbild und Richtschnur. Dieses ist ja leider trotz seiner Universalitat nicht so sehr fur
Langzeit- und Ricklauf- Berechnungen bei Hamiltonschen Systemen geeignet
(weniger langzeit-stabil, nicht zeitreversibel). StV4 kdnnte diese als dringend
empfundene Lucke fir diese Systemklasse schlieRen als eine Art bevorzugtes
“Arbeitspferd®”.

Der dritte praktische Teil beschéftigt sich mit zwei in der Praxis wichtigen Prototyp-
Klassen von mechanischen Hamilton-Systemen, namlich der Molekulardynamik und
der Himmelsmechanik. Im ersten Fall geht es um ein Gas, das, sich eine Zeit selbst
Uberlassen, nach Impulsumkehr wieder in den (geordneten) Anfangszustand zurtick
gefuhrt werden konnte. Ein historisches Vorbild waren hierbei die Untersuchungen
von Orban und Bellemans [OB,1967]. Das zweite Beispiel gehort in eine andere
“Klasse” von Hamilton-Systemen, in die sogenannte Himmelsmechanik. Hier gibt es
—im Gegensatz zur Molekulardynamik — Vielteilchensysteme mit anziehendem
Potential (statt dem Uberwiegend abstoRendem Lennard-Jones Potential in der
Molekulardynamik).

Ein “Gas aus Sternen* spielt z.B. in der Theorie der Kugelsternhaufen eine grol3e
Rolle. Der grol3e Theoretiker in diesem Bereich war Subrahmanian Chandrasekhar,
zur jingeren Zeit ist Piet Hut zu nennen. Ein berihmtes Problem ist hierbei der
“Core-Collapse”, der noch nicht verstanden ist.

Eine ungeltste Frage ist in diesem Zusammenhang, ob in diesem Hamiltonschen
Vielteilchensystem ebenfalls die Maxwell-Verteilung gilt. Man weil3, dass bei

Hinzufligen von attraktiven kurzreichweitigen Potentialen in der Molekulardynamik
sogenannte Virialkoeffizienten bei der Berechnung des Gleichgewichtes ins Spiel

! Programme, die das traditionelle symplektische (einfache) Stormer-Verlet-Verfahren StV benutzen,
konnen durch einfache Code-Anderung von drei Zeilen auf das Stv4-Verfahren umgestellt werden,
indem ein StV-Schritt durch 3 StV-Schritte mit den richtigen skalierten Schrittweiten ersetzt wird, vgl.
(for ... end)-Aufruf in dem MatLab-Programm stormer4step.m S. 73.
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kommen. Das fuhrte zu der Ansicht, dass es auch in der Himmelsmechanik eine
Version der Maxwell-Verteilung geben musste. Das wurde z.B. von Chandrasekhar in
seiner klassischen Arbeit von 1943 vermutet. Diese Frage ist jedoch bis heute
ungelost.

Die numerische Behandlung derartiger Vielteilchenprobleme ist problematisch.
Unpublizierte Versuche von Florian Grond (2005) und John Kozak mit Jack Brezinski
(2009) erbrachten kein vorzeigbares Ergebnis. Wegen dieses Dilemmas kam die
Idee auf, die Uberwiegende Mehrzahl der gravitierenden Teilchen in eine einzige
Masse zu verdichten und dariber hinaus das Problem auf eine einzige Dimension zu
reduzieren. So entstand das T-Rohr-Beispiel: Es dient der Erzielung verlasslicher
guantitativer Abschatzungen hinsichtlich der Erkundung eines neuen qualitativen
Verhaltens bei Vielteilchensystemen, das der Maxwell-Verteilung widerspricht.
Naturlich kann man bei zwei Teilchen keine Gleichgewichtsverteilung erwarten.
Dennoch ware ein Befund, bei dem das Aquipartitionsprinzip (das Herz der Maxwell-
Verteilung) verletzt ist, im Hinblick auf die numerisch derzeit noch nicht zugangliche
grol3ere Fragestellung relevant. All dies nur als Entschuldigung fur die Vorstellung
eines so trivialen Hamiltonschen Zwei-Teilchensystems, wie es in der Geometrie der
T-Rohr-Anordnung dargestellt ist.

Konkret ergab sich in mehreren Langzeitsimulationen ein konvergierendes Resultat:
Das schnelle leichte Teilchen verlor Gber lange ZeitrAume Bewegungsenergie an das
schwere Teilchen. Das ist sehr Uberraschend. Es widerspricht eklatant der moglichen
Ausbildung einer Maxwell-Verteilung, wenn das Resultat sich als verallgemeinerbar
erweist.

Noch schlimmer: Eine Umkehrung der Zeitrichtung bei derselben Anfangsbedingung
wird notwendig dasselbe qualitative Verhalten des leichten Teilchens erzeugen,
Verlust an kinetischer Energie. Was vollkommen unerwartet ist. Wenn jedoch nach
einer gewissen Rechenzeit die Bewegungsrichtung umgekehrt wird, lauft das
Teilchen natirlich zum Energiemaximum zurlick. Man kennt diese Fragestellung aus
Boltzmann’s Arbeiten und seiner Einfuhrung des Begriffes der “Hypothese des
molekularen Chaos*. Mit anderen Worten: Wir befinden uns hier mitten im Herzen
der Statistischen Mechanik. Ungewohnt ist nur, dass an die Stelle eines
aquipartionierenden (gleichverteilenden) nun ein anti-dquipartionierendes
(disproportionierendes) Verhalten getreten ist.

Das heuristisch gefundene Resultat soll nicht iberbewertet werden, aber es sieht so

aus, als ob die numerische Untersuchung mit robust symplektischen Algorithmen bei
Systemen dieser Art eine Zukunft besitzen kénnte.
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